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Vorwort zur ersten Auflage. 



Das vorliegende Buch enthält im wesentlichen dasjenige, was 
als das Lehrfach ,,Ela9tizitätslehre" im zweiten Studienjahr an 
der technischen Hochschale zu Hannover vorgetragen wird. Das 
Hauptgewicht ist hierbei auf Leichtverständlichkelt und Anschau- 
lichkeit gelegt; daher wird fast durchweg mit einfachen Sonder- 
fällen, die dem Vorstelhmgsvermögen des Studierenden nahe liegen, 
begonnen und dann erst zti verwickeiteren Aufgaben übergegangen. 
Ganz allgemeine Untersuchungen sind überhaupt vermieden» da 
diese Vorträge besonders die Einführung in die Elastizitätslehre 
bezwecken. In den Beispielen haben solche Fälle vorwiegeud Be- 
rücksichtigung gefunden, die in den Baufilchern von Wichtigkeit sind. 

Die graphische Statik kann infolge besonderer Umstände in 
meinen mündlichen Vorträgen über Elastizitätalehre nicht benutzt 
werden, (abgesehen von den einfachsten Grundbegriffen); vielmehr 
erfolgt die zeichnerische Behandlung der Balken, Fach werke, 
Stützmauern und Gewölbe in einem getrennten Lehrfache. Aus 
diesem Grunde habe ich auch im vorliegenden Buche die graphische 
Statik nicht in gröfserem Umfange verwendet, weil ich zu Gunsten 
meiner Hörer weaentliche Abweichungen zwischen deo mündlichen 
und den gedruckten Vorträgen vermeiden wollte. 

Die Bedeutung der in Formeln vorkommenden Buchstaben 
findet sich am Schlüsse des Buches in alphabetischer Ordnung an- 
gegeben und zwar unter Hinweis auf diejenigen Stellen, wo die 
betreffende Gröfse in die Entwicklung eingeführt wurde. Mit Hülfe 
dieses Verzeichnisses kann der Leser jede Formel leicht verstehen, 
ohne erst im Texte nach der Bedeutung der einzelnen Zeichen 
suchen zu müssen. 

Die neueren einschlägigen Arbeiten wurden benutzt, soweit es 
dem Plan© des Buches entsprach; dabei sind die betreffenden Quellen 
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TarwoH eur xweiien Ät^la^t. 



aogef&lirt Erschöpfende QueHenna^ihwelge für das ganze Gebiet 
der behandelten Wissenschaft habe ich aber nicht gegeben, weil 
dieses dem Hauptzwecke des Baches nicht za entsprechen achien. 

Hannover, im Mürz 1803. 

Keck. 



Vorwort zur zweiten Auflage. 



Der hier vorliegende zweite Teil der Vorträge über Elasti- 
zitätelehre nmfafst den dritten bis fünften Abschnitt des Werkes 
und behandelt darin grundlegend diß Elastizität nnd Festigkeit 
einfach gekrümmter Stäbe and ebener Fach werke, sowie die Lehre 
vom Erd druck. 

Der im Vorwort zum ersten Teile auagesprochene Grund- 
gedanke, dem Anfänger eine bequeme und sieh er leitende Ein- 
führung in die Elastizität?- und Festigkeitslehre zu bieten, ist auch 
hei Bearbeitung dieses Teiles leitend geblieben. 

Wie der erste, so hat namentlich auch dieser zweite Teil 
gegenüber der eraten Auflage eine erhebliche Erweiterung erfahren 
müssen. Im dritten Äbachnitt iat die genauere Untersuchung der 
Spannungen in gekrümmten Stäben, umfassend auch diejenigen in 
Gefäfswänden hinzugekommen. In den Kapiteln über den Zwei- 
nnd Dreigelenkbogen wurden neben der Ableitung der bei der 
Berechnung flacherer Bögen in der Anwendung meist benutzten 
abgekürzten analytischen Regeln, auch für jede ßogenform grund- 
sätzlich genaue, wenn auch in der Benutzung umständlichere 
graphische Ermittelungsmethoden entwickelt. Das schien geboten, 
um den Leser in den Stand zu setzen, sieb einerseits davon zu 
überzeugen, inwieweit die bequemeren analytischen Annäherunga- 
regeln bei Berechnung steilerer Bögen noch anwendbar sind, nnd 
andererseits die tunliehat genaue Tlnterauchnng solcher Bogenträger 
vorzunehmen. 

Der vierte das ebene Fachwerk behandelnde Abschnitt hat 

namentlich durch Aufnahme der graphischen Verfahren zur Be- 

«Hnfjinnng der Stabspannkräfte und Formänderungen, sowie des 

Is über kinematische Untersuchung von Fachwerken gegen- 

iffi entsprechenden Teile der ersten Auflage eine erhebliche 
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Erweiterung erfahren. Voa einer Benutzung des Begriffes der 
sogen, lotrechteu Geschwindigkeiten bei der kiciematischen ünter- 
sacbung ebener Fachwerke Ist abgesehen, die Btatischen Eigen- 
schaften derselben, insbesondere die kleine Beweglichkeit nicht steifer 
Fach werke von 2n — 3 Streben, vielmehr ansschliefslich mit Hülfe 
des Begriffes der an gen blickliehen Drehpole zu erklaren versuchti 
weil dieser und seine statisch© Bedeutung dem Verständnis und dem 
statischen Gefühl deä infingers zuglnglicher sind und sich auch 
in den Entwicklungen ungezwungener ergeben. 

Während im ersten Teile die Biegung gerader Stäbe ans- 
schliefslich mit Hülfe der ßiegungslinie untersucht wurde, mufste 
hier die Verfolgung der Formänderung beliebiger einfach gekrümmter 
Stabe und ebner Fach werke mit auf der breitern Grundlage der 
Ärbeitsgesetze geschehen. Besonderes Gewicht wurde bei Bear- 
beitung dieser Materie aber wieder darauf gelegt, dem Anfänger 
daa Wesen des Kampfes zwischen den äufseren und inneren Kräften 
während der Formänderung, die statische Bedeutung des Begriffes 
der Tirtuelleu, im Gleichgewicht der aufseren und inneren Kräfte 
entstehenden Formändernngsarbeit möglichst klar vor Äugen zu 
fuhren. Daraus erklärt sich auch die für den eingeweihten Leser 
vielleicht etwas breite teitliche Behandlung des Gegenstandes. 

Zum Schlufs will ich nicht unterlassen^ den Herren Dipl.-Ing, 
Bohne» jetzt in Schanghai, und Regierungsbauführer W, Quantz 
für die freundlichst übernommene Nachprüfung der Recbnungs- 
ergebnisse und Unterstützung bei Ausführung der Korrekturen 
meine dankbare Anerkennung auszusprechen. 



Hannover, im Oktober 1907. 



L. Hotopp. 
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Elastizität und Festigkeit einfacti gekrümm- 
ter Stäbe; eT3eiie YoUwandige Balken und 

tBogenträger. 
I. Allgemeines, äufseres Gletchgewiclit; statisch be- 
stimmte und statisch unbestimmte Stützung. 
Im zweiten Äbsclinitt wurden die unter der Wirkung äufserer 
Kräfte entstehenden Spannungen und Formänderungeu in stabförmig 
geraden Korpern unterHUcht. Die gewonnenen Ergebnisse sollen 
nim für einfach, d. h. eben gekrümmte stabfSrmige Körper ver- 
allgemeinert werden- Unter einem einfach gekrümmten Stabe 
wollen wir in folgendem einen Stab verstehen, dessen Mittellinie 
in spannungslogem Zustande eine ebene Kurve oder auch im Grenz- 
falle — Krümmungshalbmesser co — eine gerade Linie bildet. Auch 
werde angenommen, dafs die Ebene dieser Kurve, die KrtLmmnngs- 
ebene des Stabes, oder kurz Stabebene genannt, eine Symmefcrieebene 
desselben sei und alle sieh am Stabe das Gleichgewicht haltenden 
äufseren Kräfte in dieser Ebene liegen, die Kraftebene also mit der 
Stabebene zusammenfalle. Unter dieser Voraussetzung kann ange- 
nommen werden, dafs die Mittellinie des Stabes auch nach der dnrch 
den äufsern Kräfteangrjff herbeigeführten elastischen Forminderung 
noch eine ebene Kurve von im allgemeinen geänderter Krümmung 
bildet Bei Aufstellung der Gleichgewichtabedingungen ist es in 
den in der Anwendung meist vorkommenden PHllen zulässig, den 
^Einflufs dieser und der etwa durch Temperaturänderung erzeugten 
ormänderungen auf die Eichtung und Lage der wirkenden Kräfte 
za vernachlässigen und den Stab als starr anzusehen. 



iUer AJ>»c%nitt. Elmtieüät tt. FeHiffkeü eä^eich gekrümmter Stäbe. 



. Wird ein derartiger, von äufseren Kräften (Lasten) ergriffener 
Stao in einer Geraden , senkrecht zti seiner Krflmmangs- bezw. 
Kraftebene drehbar feat gehalten, eo entsteht ein sog. festes 
Stütxgelenl[ (Fig. 1 n. la)» dessen DrebungBacbse jene Gerade ist 



Fig. 1. 



Fig. 1 a. 



r*4-A 



r 



GesicMeht die Befestigung so, 
dafa die Achse des Stützgelents 
sich in einer zar Stabebene 
senkrechten Ebene parallel ver- 
achieben kann, so ergibt sich 
ein bewegliches (verschieb- 
bares) Stützgelenk (Fig. 2). 
Die in Fig. 2 und in folgenden 
durch eine Doppellinie bezeichnet« Verscbiebbarkeit des Lagerkörpers 
auf seiner Stützebene ist so gedacht, dars eine Trennung der aufeinander 
gleitenden Ebenen durch äufsere, etwa Fl^. 2. Fig, 2 a. 

auf Trennung gerichtete Kräfte aus- 
geschlossen erscheint. 

In den meisten Fällen der Anwen- 
dung wird die Verachiebbarkeit durch 
Einfügung zylindrischer WaUen herbei- 
gefahrt (Fig. 2 a) und die Anordnung so 
getroffen, dafs auf Trennung des Lagers 
Ton seiner Stützebene gerichtete Kräfte 
nicht auftreten. 

Wird der Stab in einer Ebene unverschiebbar festgehalten (Fig. 3), 
so nennt man eine derartige Befestigung eine feste Einapannung. 
Geschieht diese Einspannung derart, dafs der Stab sich in der 
Richtung der Einspan- Fig. 3, Fig. 4. 

nungsebene verschieben 
kann, (in Fig. 4 ange- 
deutet durch eineDoppel- 
linie), so erhält man eine 
bewegliche (verschieb- 
bare) Einspannung. 

Dnrch ein festes 
StÖtzgelenk wird ein Punkt der Stabebene drehbar festgehalten, 
durch ein bewegliches Stützgelenk die Bewegung des Punktes auf 
eine Gerade beschränkt Durch eine feste Einspannnng wird die 



/. AUgem.f äußeres Gleichgewicht, staL beH, w. stat, unhesL Siüizttng. 
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Stabebene in einer in ihr gelegenen Geraden un verschiebbar fest- 
gebalten, durch eine verachiebbare Elnspatinung die Bewegung dieser 
Geraden auf eine Verschiebung in ihrer Richtung beschränkt So 
betrachtet, kann man den einfach gekrümmten Stab beKÜgl seines 
äufsern Gleicbgewichteä als eine ebene Scheibe ansehen. 

Wird ein von unter sich nicht im Gleichgewicht befindlichen 
Kräften (Lasten) ergriffener Stab in einer oder mehreren der vor- 
bezeichneten Arten festgehalten — gestötzt — , so haben diese 
^Stützen" gewisse, der Bewegung des Stabes widerstehende Kräfte, 
die sog. Stützkräfte, zu leisten. Bei den gemachten Voraussetzungen 
können diese nur in der Stabebene auftreten; sie sind also wie Kräfte 
in einer Ebene durch drei Bestimmunggstücke, nämlich ihre Rieh- 
tang, Lage und GrCfse als gegeben bezw. festgelegt anzusehen. 

Man erkennt leicht^ dafs die an einem festen Stütsgelenk 
tätige Stützkraft ihrer Lage nach — sie raufs durch die Stützaehs© 
gehen — stets bekannt ist, ihrer Richtung und Gröfse nach aber 
im allgemeinen unbekannt sein kann. 

Ein verschiebbares Stfitzgelenk kann, unter der Voraussetzung 
TöUig reibungsloser Verschiebbarkeit, einen Stützwiderstand, eine Stttz- 
kraft nur in der Richtung senkrecht zu seiner Verschiebutigsebene 
leisten; die an ihm auftretende Stützkraft ist also stets nach Richtung 
und Lage bekannt und kann nur ihrer GrSfse nach unbekannt sein. 

Bei jeder festen Einspannung kann die auftretende Stützkraft 
im allgemeinen nach Richtung, Lage und Gröfse unbekannt sein; 
sie kann je nach den sonst am Stabe tätigen Kräften in jedem 
Punkte der festgehaltenen Ebene, in jeder Richtung und, innerhalb 
der durch die Festigkeit des Stoffes bedingten Grenzen, in jeder 
Gröfse auftreten. Bei der reibungslos verschiebbaren Einspannung 
kann die Stutzkraft nur senkrecht zur Ein spannungs ebene wirken, 
ist somit im allgemeinen nur nach Lage und GrOfse unbekannt 

Für die Beurteilung des äufäeren Gleichgewichts eines fest- 
gehaltenen und belasteten Stabes stehen zunächst nur die drei 
Gleichgewichtsbedingungen för Kräfte in einer Ebene (vergl. Keck, 
Mechanik L 3. Aufl. S. 111), zur Verfügung. Läfst sich die zuerst 
auftretende Frage nach den bei gegebener Belastung tätigen Stüt^.- 
kräften lediglich mit Hilfe dieser df^ tischen Gleichgewicbts- 
bedingungen, bezw. der ihnen er' ^n drei Gleichungen 

eindeutig beantworten, was immer wenn die Stützkräfie 
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insgesamt nur drei Unbekannte aufweisen, so nennt man den Zustand 
des Stabes „statisch bestimmt'*. Reichen jene drei Bedingungen 
zur Bestimmung der Stützkräfte allein nicht aus, ist die Zahl der 
diese festlegenden Unbekannten gröfser als drei, so sind weitere 
Bestimmungsgleichungeu aus dem elastischen Verhalten des Stabes 
oder Balkens herzuleiten; der Zustand desselben heifst in diesem 
Falle „statisch unbestimmt". Hiernach Iflfst sich ira allge- 
meinen leicht beurteilen, welche Befestigunga- bezw. Lagerungsarten 
den statisch bestimmten und welche den statisch unbestimmten 
Zustand eines Stabes bedingen. 

Statisch bestimmt ist der Zustand des Stabes In folgenden 
Fallen: 

1. Es besteht ein festes und ein bewegliches Stützgelenk 
(Fig. 5). Die Stützkraft an ersterem weist zwei Unbekannte (Richtung 



Fig. 5. 




und OrOfse), an letzterer 
eine (Gröfse) auf. Über- 
haupt sind drei Unbe- 
kannte vorhanden. Die 
Stützkräfte A und B er- 
geben sich aus der Mittel- 
kraft R der Lasten, wie 
in Fig. 5 angedeutet. Die 
Eichtungslinie von ^1 ist 
bekannt ; durch ihren 
Schnittpunkt E mit M 
mufs auch B gerichtet 
sein. Danach lassen sieb mit Hilfe 
des Kraftecks 1, 2» 3 die Stützkräfte 
^ und ^ bestimmen. Sind R und A 
parallel, wie beim gewöhnlichen 
geraden Träger auf zwei Stutzen mit 
lotrechten Lasten, so rückt E in 
unendliche Ferne und B wird auch 
lotrecht 

2. Es ist ein verschiebbares 
Stützgelenk und eine Terachiebbare 
Einspannuug vorhanden (Fig. 6). Von der Stützkraft an ersterem ist 
nur die Gröfse, von derjenigen an letzterem sind Lage (Angriffspunkt) 



Fig. 6. 
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QDd Grdfse« im ganzen also drei Bestimmangsstücke unbekannt. 
Die Bestimmung der Stützkräfte A und B ist aus Fig. 6 ersichtlich. 
Barch den Schnittpunkt E der bekannten Richtungslinie von B 
muls auch Ä gebeo und aufserdem senkrecht zui Stützebene A^A^ 
gerichtet sein. Je nach der Lage ihres Schnittpunktes A innerhalb 
der Stützebeue verteilt sich der Stützwiderstand A Über die Fläche 
Ai A2 (vergl. Teil I S. 225). 

3, Die Befestigung erfolgt mit drei verschiebbaren Stütz- 
gelenkea (Fig, 7). An jedem derselben ist nur die Gröfse der 

Fig. 7. 




Stützkraft unbekannt, die Zahl der Unbekannten ist also wieder 
gleich drei. Hier ist zu beachten, daß drei nach Richtung und 
Lage gegebene Stützkräfte mit den bekannten Lasten, bezw, mit 
deren Mittelkraft R sich das Gleichgewicht zu halten haben- Soll 
daher in diesem Unterstätzungsfalle ein statiach bestimmter Zustand 
des Stabes erreicht werden, so müssen die Auflager so angeordnet 
werden, dafs die zu den Stützebenen oder Auflagerbahnen senkrechten 
Eichiungslinien der Stützkräfte sich nicht in einem Fankte schneiden. 
(Yergl. Eeek, Mechanik I, dritte Aufl. S. 117.) 

Sind beispielsweise die Stützbahnen und damit auch die 
Bichtungslinien der Stötzkräfte einander parallel (Schnitt in ihrem 
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unendlich fernen Punkte), so würde das Gleichgewicht bedingen, dafs 
auch die Mittelkraft aller Lasten den StQtzkräften parallel sei. Es 
handelt sieb also in diesem Falle um das Gleichgewicht eines Sjätcms 
von Parailelkrälten, Für ein solches aber gelten bekanntlich nor 
zwei Gleicbgewichtsbedingungen und zur Bestimmung der GrOfaen 
der drei Stützkräfte stehen somit nur zwei Gleichungen zur Ver- 
fügung, der Zustand des Stabes ist statisch unbestimmt (Vergl. 
Bd. I S. 126 unter e Ziffer 1). 

Bei den in Fig. 7 angenommenen, bezw. durch die Anordnung 
der Stützen gegebenen Kraftrichtungen gestaltet sich die Ermittelung 
der Stützkräfte wie in der Figur angedeutet, Die Mittelkräfte von 
A und E und van B und C müssen einander entgegengesetzt gleich 
sein und in dieselbe Gerade EF fallen. Dadurch ist die Zeichnung 
des Krafteckes 1, 2, 3, 4, in dem 24 \] EF, 23 = B, Z4 = und 
41 = A ist, ermöglicht Die Stützkräfte A, B und C lassen sich 
auch leicht durch Rechnung bestimmen, indem man wechselweise 
die Momentengleichung in Bezug auf die Schnittpunkte der Richtunga- 
linien je zweier Stützkräfte bildet. 

4. Die Unterstützung erfolgt durch 
eine feste Einspannung (Fig. 8). Die 
einzige Stützkraft mufs der Mittelkraft 
R der Lasten entgegengesetzt gleich sein 
und ist dadurch bekannt. 

Einem statisch unbestimmten Zu- 
stande des Stabes begegnen wir bei- 
spielsweise in folgenden ünterstützungs- 
fällen: 

Die Unterstützung erfolgt durch zwei feste Stützgelenke. 
Hierbei ist jede Stützkraft nach Richtung und Gröfse unbekannt; 
zur Bestimmung von Tier Unbekannten sind aber nur drei Bestim- 
mungsgleichungen Torhanden; es fehlt also eine; der Zustand ist 
einfach statisch unbestimmt 

Der Stab erhält — etwa an beiden Enden ~ zwei feste 
Einspannungen, Die beiden Stützkräfle sind je nach Richtung, 
Lage und GrOfse unbekannt Es fehlen also zu ihrer Bestimmung- 
2*3 — 3 — 3 Gleichungen, der Zustand des Stabes ist 3 fach statisch 
atibestlmmt 



Flg. 8, 
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Die ünteratfitzuDg geschieht durch n St&tzgelenke, wovon 
eins fest und n — 1 verachiebhar (Fig. 9), Von den n Stützkräften 
ist eine nach Richtung und Gröfse, « — 1 nur nach ihrer GrOföe 

Fig. 9. 



l\n*i 



^n-i 



unhekannt; m sind also 2 + n — l = ?i+l Unbekannte und zu deren 
Bestimmungen nur drei Gleichungen vorhanden; es fehlen somit 
« + 1 — 3 — n^2 Gleichungen ; der Zustand dea Stabes ist (« — 2) fach 
statisch unbestimmt ü.s.w. 

Jeder Stab mit r-fach statisch unbestimmter Unterstützung 
läfst sich durch Einfügung von r reibungslosen Gelenken derart, 
dafs er dadurch in r -{- 1 gelenkarüg miteinander verbandenem Teile 
zer^llt, stets in einen statisch bestimmten Zustand überfuhren. 
Denn das Gleichgewicht verlangt, dafs in Bezug auf die Achse eines 
jeden Gelenkes die Summe der Momente aller links oder rechts 
desselben angreifenden Kräfte gleich Null sei, weil die Gelenk- 
querschnitte Drehungs- oder Biegungs widerstand nicht leisten, sondern 
nur Querkräfte übertragen können. Dadurch werden die fehlenden 
[r (rleichungen zur Bestimmung der das äufsere Gleichgewicht her- 
stellenden Stützkräfte gewonnen. Die In den Gelenken zusammen- 
tretenden Teile stützen sich hier gegenseitig, üben Stütz- oder 
Querkräfte aufeinander aus. Um diesen Zweck zu erfüllen, bedarf 
es nicht immer der Ausbildung wirklicher Gelenke, sondern es genügt 
meist eine solche Verbindung der Stabteile, dafs an der Verbindungs- 
stelle der Übergang von Momenten ausgeschlossen, derjenige von 
Querkräften aber gesichert ist. Letzteres Erfordernis, die sichere 
gegenseitige Unterstützung der einzelnen Stabteile bedingt, wie leicht 
ersichtlich, dals zwischen je zwei Auflagern nicht mehr als zwei 
Gelenke angeordnet werden dürfen. 

Die wichtigste Anwendungsform einfach gekrümmter oder (im 
"Greßzfalle ^ = oo) gerader Stäbe im mechanisch -statischen Sinne 
allen die voUwandigen Balken oder Bogenträger dar, deren Lagerung 
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bezw. UnterBtützung eine statisch bestimmte oder anbestimmte sein 
kann. Wird ihr statisch bestimmter Zustand durch Einfügung von 

Fig. 10. 
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Zwischengelenken herbeigeführt, so nennt man sie Gelenkbalken oder 
Gelenkträger. (Vergl Fig. 10.) 



II. Formänderungsarbeit, Arbeiisgesetze. 

a) Forruändeiungsarbeit im aUgemeine». 

Zur Beurteilung des äußeren Gleichgewichts gerader prisma- 
tischer Stäbe oder Balken mit statisch anbestimmter Unterstützung, 
insbesondere zur Ermittelung der das äufaere Gleichgewicht gegen- 
über den wirkenden Lasten herstellenden Stützkräfte wurde im ersten 
Abschnitt bereits das elastische Verhalten, die Formandenrng bezw, 
Biegung der ßalken benutzt. Durch Einführung des Begrifl'es der 
Formänderungsarbeit lassen sich allgemeinere und In ihrer Hand- 
habung vielfach bequemere Regeln zur Lösung vorhezeichnetor Auf- 
gabe auch für einfach gekrümmte Stäbe oder Balken gewinnen. 

Denkt man sich einen beliebigen elastisch festen Körper vod 
äufaeren unter sich im Gleichgewicht befindlichen Kräften ergriffen» 
etwa einen festgehaltenen oder gestützten Stab oder Balken von 
den Lasten und Stützkräften, so ändert derselbe seine Form so lange, 
bU auch zwischen den mit der Formänderung im Körper wach- 
gerufenen und sich ihr widersetzenden inneren Spannkräften und den 
äufseren Kräften Gleichgewicht eingetreten ist 

Während der Formänderung legen die äufseren Kräfte in ihrer 
Bichtung mit den von ihnen ergriffenen Teilen des Körpers gewisse 
Wege zurück., yerrichten also eine im allgemeinen positive Arbeit. 
Die inneren Spannkräfte folgen den sich bewegenden Körperteilen, 
suchen deren Bewegung zu hindern und verrichten dabei Negativ- 
arbeit. In dem Augenblicke, wo das Gleichgewicht zwischen den 
äufseren und inneren Kräften eingetreten ist, sind die in einem 
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Zeitteilcben dt entstehende Positiv- und Negativarbeit einander 
gleich und heben sich also auf. Denkt man sich die äußeren Kräfte 
Ton Null an allmählich so angewachsen, dafs in jedem Augenblicke 
Gleichgewicht zwischen ihnen and den inneren Spannkräften besteht, 
sind fortlaufend Positiv- und Negativarbeit einander gleich und 
also die Gesamtarbeit gleich Null. Läfst man ebenso allmählich 
die äufseren Kräfte wieder bis auf Null abnehmen, so verschwinden 
auch die inneren Kräfte wieder und der Körper kehrt, völlige 
Elastizität vorausgesetzt, wieder in seine ursprüDglicho Form zurück. 
Dabei leisten jetzt die inneren Kräfte, welche die rüekkehrende 
Bewegung hervorrufen, Positivarbeit und die äufaeren, welche sich 
ihr widersetzen^ Negativarbeitt welche beide einander gleich und 
also in ihrer Gesamtheit ebenfalls gleich Null sind. 

Greifen die äufseren Kräfte den Körper gleich ia ihrer vollen Gröfae an 
id behalten diese nnverändert bei, asi überwiegt ihra Positi^arteit die NegatiT- 
Afbeit der erst allmählich aiiwacliaenden inneren Kräfte so lange, bis Gleich- 
gewicht awiscben teiden eingetreten ist. Mit dem bia dahin entstehenden 
XJberschufs an Füslti\''arbeit geht eine Beschleanigung der bewegten Körper- 
massen und eine Ansammlung von Arbeitaifermögeii innerhalb derselben einher, 
unter deee^n Wirkung die formändernde Bewegang sich eo lange fortsetzt, 
bis die nun üli erschief sende NegaÜTarbeit deir weiter anwachsenden inneren 
Spannkräfte das Arbeitsvermögen veraehrt hat and Enhe eingetreten ist. 

Dabei haben die auf Bücklrehr des Körpers in seine orgprüngliche Form 
gerichteten inneren Kräfte den äafseren gegenüber das Übergewicht gewonnen 
tmd führen nun, positiv arbeitend^ eine beB<hIeünigte Rückwärtsbewegnng in 
die ursprüngliche Form herbei. 

Bleiben die äufseren Kräfte nach wie vor in gleicher GrüDae tätig, so 
wiederbolt sich die Bewegung und es entstehen sog. Schwingungen, 

Ähnliches gebt vor sich, wenn man die &llmähUch gesteigerton äufseren 
Kräfte plötzlich beseitigt. Derartige plötzlich entstehende nnd vor- 
Bchwindende LaatangrifFe kommen in Wirklichkeit vielfach vor und fahren 
dann, wie man schon aus obigen allgemeinen Darlegungen ereieht, zu erheblich 
grofseren Spannaiigen, als sie dem allmählichen Angriff be£W. der ruhenden 
ist entsprechen. (Vergl. Teil I, S. 2.) 

Die nach obigem durch die Formänderung bedingte Arbeit der 
äufseren und inneren Kräfte nennt man äufsere und innere 
FoTinänderungsarbeit Wir wollen dieselbe in folgendem mit 
3tö und 21 i bezeichnen. 

Wirken gleichzeitig mehrere Kräfte auf einen etwa festge- 
alteoen Körper, so erzeugt jede für sich allein eine gewisse Form- 
.nderung und leistet dabei eine bestimmte äufsere FormänderungS' 
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hsmwAmm im Knit TOfBisigesetzt; 

m flAlg» d«^ äwxA iäm ml mm iafsereo 
TmmSmimma^ al» ain ciatr tm ihr on- 

Hn« Aogrifipiiitkta eine weitv» 
JlfWlp diiv vin M iMfc ]«%iick am diM «tt dw duüsd« 
FimtoiiriH ^ K«fpen fcnribnDd« Bew^gm^ haaielt. ilimi 
Wmm sa«! Mdi mm ia&w« ForiDliidenmg^rbeit doselbeti iat, 
Mm Iffciil dir Ciaft wfirde indelk dieselbe sein, wmi die 
f l«ieh« Di P tfUint ftns Aogrif&panktes dorcb irgend eine andere 
Ünw^ etwa dnrdi fäot Teracbiebong des ganzes E5r]»ef8 rer- 
aoliM Word«! wire. Wir w(»nea sie daher im folgenden Ver- 
ieikktBiptrlMrt nenan and je naebdem es sieb um die Arbeit der 
iaftario «der Inoem ^ifte liaodelt, mit %I oder %* bezeichnen. 
Derartige TendiiebiiDgeii kommen t» B. immer ror, wenn der stab- 
ftnoige Körper alt Glied einer daatiscben GelenkstasgenTerbindang 
flir f ich alteiD niiM abaolnl. d. b. ftatiach bestimmt festgehalten ist 

0aa Merlraial reiner yerscbiebnngsarbeit einer äofseren Kraft 
in ßezng auf einen EGrper ist danach eine ron der Kraft selbst 
fOllig unabbängige ßewegungsorsache ihres Aogriffspunktes. Sie 
kanOf aber brancbt nicht immer gleichzeitig Formänderungsarbeit 
det Körpers selbat zq sein, sondern aas der Formänderang etwa 
mit ihm verbundener elastischer Körper oder aus anderen Ursachen 
herrühren. 

Im folgenden möge ferner angenommen werden, dafs die Kraft 
wahrenrj einer von ihr geleisteten Verschiebangaarbeit ihre Gröfse 
nicht ändere, was z. B, immer dann zutrifft» wenn die von ihr 
lelbit unter all mählichem Anwachsen erzeugte Formänderung beim 
Angriff anderer Kräfte bezw. Eintritt anderer Formänderungs- oder 
Verüchiehungtiursacben bereits beendet ist. 

Wird beispielaweiBe ein gerader Stab von einer auf seine Ver» 
längerung gerichteten LS-ngskraft ergriffen, so leistet diese während 
ihres allmählichen Anwachsens infolge der elastischen Verlängerung 
Am Stabes wirkliche positive und die mit Ihr im stetigen Gleich- 
gewicht beÖndtichen inneren Spannkräfte wirkliche negative Form- 
ftnderungsarbeit von gleicher Gröfse. Erfährt der Stab, nachdem 
dio Längskraft ihren Gröfätwert erreicht hat, etwa infolge Er- 
wärmung eine weitere Verlängerung, so leistet die äufsere Längs- 



IIa. Foroiäiuierungsarbeit im allgetneinen. 



kraft dabei positive, die inneren Spannkräfte negative Yerscbiebungs- 
arbeii 

Folgi das Material des Stabes dem Hook ersehen Gesetz, 
d. h. wachsen die inneren Spannkräfte und mit diesen stets im 
Gleichgewicht stehend die äufsere Längskraft in linearem Verhältnis 
mit der Verlängerung, so ist» wie man schon hier allgemein er- 
kennt, weiter unten aber noch des näheren nachgewiesen werden 
wird, die wirkliche Formäaderungsarbeit der allmählich an- 
wachsenden äufseren und inneren Kräfte halb so grofs, als wenn 
beide bereits zu Anfang und während der Krttstehung der Verlängerung 
mit ihren Endwerten gewirkt hätten, d. h. halb so grofs als die der 
gleichen Verlängerang entsprechende Verscbiebanggarboit 

Was hier von dem Sonderfall einer einfachen Verlängerang 
gesagt ist, gilt ersichtlich auch für eine beliebige Formänderung, 
Toransgeaetzt, dafs die äufseren und inneren Kräfte dauernd mit- 
einander im Gleichgewicht und beide verhältnisgleieh der Form- 
änderung sind. 

Ist danach eine der Arbeit %, ST«, % und 31« bekannt, so 



n 



sind es auch die anderen. 



Es ist 9t,= -5l, = ^-- 



Greifen die äufseren Kräfte gleich zu Anfang der Formänderung 
mit von Null verschiedenen Gr<Qlken an, während die inneren erst 
von Null aus entstehen, so dafs während der die Formänderung 
herbeiführenden Bewegung kein Gleichgewicht zwischen beiden be- 
steht, die ersteren vielmehr das Obergewicht haben, so ist die von 
ihnen geleistete Arbeit 91« gröfser als diejenige % der inneren 
Kräfte und der Überschufs jener Arbeit über diese erzeugt in den 
Massenteilen des Körpers beschleunigte Bewegung, ausgedrückt 
durch die Gleichung 

Umgekehrt kann aus der Gleichheit der äufseren und inneren 
rormänderungsarbeit, sei es fortlaufend oder in irgend einem Augen- 
blick auf das Gleichgewicht der äufseren und inneren Kräfte ge- 
schlossen werden, entsprechend der Gleichung 

Diese letztere Gleichung wird vielfach mit Vorteil, zur Be- 
rechnung von Formänderungen, benutzt. 
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h) Grondregek zur Berecliniiog der Fonnlnderan^ nnd Ver- 
scMelrnngsarbeit fnr die wiehtigsteo AngriffsarteE laöercr Kräfte. 

1. Far eine Langakraft 

Ein zunächst gerade und prisoiatiscb angenommener Stab toe 
der Länge l nnä dem Querschnitt F werde in seiner Achse toq 
einer, von Kall atis allmählich anwachsenden Längskraft K ergriffen, 
so daö zwischen ihr und den inneren Spannkräften ff ■ F in jedem 
Qaerschoitt stets Gleichgewicht b^teht 

In irgend einem Augenblick sei x die eingetretene Längen- 
Änderung, ff, die herrschende Spannung und £« die Gröfae der 
äafseren Längäkraft. Dann ist 

Während der weiteren LingenUndeniDg dx entsteht die innere 
negative Formäiiderungiiarbeit 
2) d?(,-=— (/r-Fff, 

und die gleich große äufsere positive 
2a) dU^^dX'K,. 

Nach Band I Seite 50 igt 
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j: =5 r=7 ' £ , also a j; ^ — =— 



und damit rfWi= jr*^* **'*'#• Während die SpannuDg Tön 

bis o wächst, entsteht alao die innere Formänderungsarbeit 

F'la^ 



4) 



^^-"^'■fr-^^'- 



^E 



wofür man, da F-l gleich dem StabTolumen v ist, auch schreiben kann 
4a) 3t.= . '^'^^ 



ö) 



Nach Gleichung 1 und 3 ist auch 

^^ J\K ' also da;=y^-dK^ 



und somit nach Gleichung 2 a 



d%^^~^K,'dK.. 
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Während die äufsere Kraft von Null bis K wächst, entsteht 
demnach die äufsere FormändeTungsarbeit 



ß) 



^""-fe' y 



K^dK;^^ 



IK^ 



2F-B' 

Ist ö der durch die Kraft K hervrorgerufene GrOfatwert der 
Längenändemng a?, so ist nach Gleichung 5 mit Kg = K 

Kl 



f>^Al = 



also nach GL 6 auch 



FE' 

Die Ausdrücke für % nnd %, (Gl 4 u. 6) lassen sich ohne 
weiteres aus der Fjg. 11 entnehmen. Dreieck abc stellt die äufsere 
uod üi bi Cj die innere Formänderungsarbeit dar. Wird nun, nach- 
dem die Kraft iC ihren Gröfstwert K erreicht hat nnd in dieser 
Gröfse wirksam bleibt, durch irgend eine andere Ursache, etwa 
durch eine zweite Läugskraft Ä^j , durch Wärmedehnung oder durch 
Nachgiebigkeit der Befestigung in A eine Verschiebung ö^ ihres 
Angriffspunktes B^ herbeigeführt, so leistet sie eine äufsere Ver- 
scbiebungsarbeit von der Gröfse 

geometrisch ausgedrückt durch das Rechteck bcde Fig. 11. 

Fig. IL 
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Damit schreibt sich Gl. 7 auch 



Wird ^i = K, so ist 



FE' 

Die Verachiebungsarbeit einer Kraft ist daher doppelt so grofs 
ab die Formänderungsürbeit, welche durch die von der Kraft aelbst 
hervorgerufene Formänderung entsteht und welche hinfort als „wirk- 
liche Formänderungsarbeit" der Kraft bezeichnet werden möge. 

Mit K— o- F und Ki = ßiF erhält man aus Gl 7a 



8) 






In der Form der Gl. 8 verdient die Arbeit die Bezeichnung 
innere Vera cbiebuug 8 arbeit. Mit öj = ö wird 



8 a) 



ar = 



2. Fflr ein Biegungsmoment. 
Ein von zwei parallelen Querschnitten im Abstände da^ be- 
grenztes Stabelement nimmt unter der Wirkung einea Momentes M 
abgeatumpfte Keilform an (vergl. Fig. 12 und Bd. I S. 81). Ein 

Flg. 12. 



da: 



Oi 



,!._.^._.44-.. 



m 




Teilchen von der Höhe ds der Breite ty, also dem Volumen dssdz'W J 
im Abstände z von der Nullinie leistet beim Eintreten der dort ] 
herrschenden Spannung a nach Gl. 4 S. 12 eine innere Formänderung j 

1) drfSt, = -2i^.^. 




die Kandapannung und J das Trägheitsmoment des Quer* 
boitts bezeichnet Für die ganze Stablänge erhält man 



30 erhält man aua Gl 3 die Pormänderunga- 
arbeit, ausgedrückt durch das Moment M der äufaeren Kräfte za 

Nach ßd, I S. 114 ist der Winkel rfa, welchen die das Stab- 
Clement von der Länge rfjc begrenzenden^ vor der Biegung parallelen 
^ Schnittebenen nach Eintritt derselben miteinander einschliefsen 



JE 



4a) 



Damit schreibt sich 61. 4 



worin — als mittlere 



arbeitende Kraft und da als Ärbeitsweg derselben anzusehen ist. 

Erfahren die Stabteile, nachdem ihre elastischen Dehnungen 
mit den durch das Moment M herTorgerufenen Spannungen tf in 
voller Gröfse eingetreten sind, durch eine andere Ursache, etwa ein 
hin zutreten des zweites Moment M' noch eine weitere Dehnung, so 
leisten dabei die schon vorhandenen SpannkrMte wdz'ö (Gl. 1) 
.-eine Verschiebungsarbeit von der Gröfse 




(Kraft) 



(WegJ 



0' 






TTorin G* deuQ Moment Jf' entspricht. Mit a- 
erhält man durch doppelte Integration 

dw <Ji ■<?! 



o^-z 



und ö^ 




9ir-=-i 



■dz\ 



E 
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Da )w22rf2:=J'imddieRand8pannuDgen<yi = — y^,öi's 



M'-e, 



^ — < 



so drückt sich die äufsere Verscbiebungsarbeit des Moment M aus als 
5.) X=f^-f$ 

5b) Al=^'M-da'. 



oder mit -—-—-== di' 
J • Jid 



3. Für eine Qnerkraft. 
Bei Formänderung durch eine Querkraft leistet diese selbst 
positive äufsere, der sich der elastischen Gleitung widersetzende 
innere Scher- oder Gleitwiderstand T, die Mittelkraft aller Scber- 
spannkräfte xdF^ negative innere Formänderungsarbeit. Wir be- 
trachten wieder ein durch Parallelscbnitte im Abstände dx begrenztes 
Stabelement Ein Stabteilchen (Schicht) von der Höhe dz^ der 
Länge dx und der Breite w im Abstände z von der zur Qnerkraft 
senkrechten Schwerachse (Y-Achse) werde allmählich um einen 
Winkel ;' verschoben (vergl. Fig. 13). Dabei durchläuft der an 

Fig. 13. 
(a) 00 (c) 




demselben in einer Schnittebene tätige, von^Null anwachsende Schab- 
widerstand xdF=^r-wdz einen Weg d]pc-y. Verhältnisgleich- 
heit zwischen Schubspannungen und Gleitungen vorausgesetzt, ist 
die dabei geleistete innere Widerstandsarbeit 

(mittl. Kraft) (Weg) 

T • w ' dz 
1) dd%=' ^ dx-y. 




Drücken wir nacb Bd. I S. 181 Gl. 4 die Scberspannutig r 

durch die sie erzeugende Querkraft aus, indem wir setzen t = 

worin S^ das statische Moment der in Fig. 13 b schraffierten Quer- 
schnittsfläche in Bezug auf die Schwerachse y ist, so folgt 



^s« 



In dem ersten nur von der Form und Gröfse des Qaerschnittes 
abhängigen Integralwert (Gl. S) ist daa Flächenmoment S^ als 
Fläche X Länge eine Länge dritter Potenz, der Zähler dz^S^^ also 
eine solche 3-2 + 1 = 7*'*^ und der Nenner wj^ von 1 + 2-4= 9**' 
Potenz. Man kann den Bruch also als eine reziproke Fläche an- 

d*^S.^ 1 



sehen und schreiben 



•Uf' 



k-F' 



worin F die Querachnitts- 



fläch© and k einen von ihrer Form abhängigen Festwert bezeichnet. 
Zor Ermittelung von Je denken wir uns den Ausdruck — ~ fftr die 



w 



■/2 



einzelnen Abstände z ausgerechnet und als Ordinalen von einer 
Geraden aus aufgetragen (Fig. 13 c). Die Ton der entstehenden 
Kurve umschlossene Fliehe F' ist dann gleich jenem Integralwert» 

1 



dz . Sr 



Damit nimmt GL 3 die 




M ^ der Mittelwert der allmähUch von bis Q aDwachseoden 
Qaerltraft, d^ ihr Arbeits weg, so ist auch 

fi) st. = f-a,. 

Erfabreo die Stabteile, nacbdem ibre elaaüscbe Gleitung mit 
den durcb die Querkraft (^ und in stetem Gleicbgewicbt mit ihr 
bervorgerufenen Scherspannungen in voller GrOfse eingetreten lit, 
durch irgend eine andere Ursacbe, etwa eine zweite hinzutretende 
Querkraft Q' noch eine weitere Verschiebung, so leisten dabei die 
schon vorhandenen Spannkräfte rdF noch eine Verschiebungsarbeii 
Ist r' die Q' entsprechende Scherspan nnng und ^'' =3 -- die zugehörige 

Gleitungj so wird dd% — — r'W'd£* —^ , also 



G 



6) 



§i:=- 






und weiterbin mit t = 






und 



Q'-S, 



7) 






Ist d^' die durch Q' herbeigeführte Verschiebung des Angriffs- 
punktes von Q, so bat man auch 



4. Für beliebige äufsere Krifte in der Ebene des 

Stabes. 
Die äufseren Kräfte halten sieb am Stabe das Gleichgewicht 
und die Mittelkraft M der Kräfte links oder rechts von der Schnitt^ 
ebene schliefse mit dieser einen beliebigen Winkel ein» Wir setzen 
den Stab gerade oder verhältnismäfsig schwach gekrümmt voraus 
tmd denken uns die Mittelkraft B durch eine lentrische Normal- 
kraft iV, ein Moment M und eine Querkraft Q ersetzt (Fig. 14). 
Dann läfst sieb, wie später nachgewiesen werden wird^ mit hin- 
reichender Genauigkeit die in einer Entfernung £ von der zur 




F ' J ' 
>ie derselben ent- 
sprechende Inßere 
Formänderangsarbeit 
für ein Stabelement 
von der Länge ds^ 

gemessen in der 
Stabachae^ ist nach 

BßL 4 S. 12 



2E 



und diejenige der Scherspannangen nacb GL 2 S. 17, 
iv'dz 



Trenn man rf* mit de vertauscht, — 1 ^ r^*da. Im ganzen ist 
also fär das Stabelement 



I) 






i W*dZ''^^'d8 

~2G * 



Ersetzt man die Spannungen durch die sie erzeugenden äufseren 
räfte und beachtet, daö /rfiJ'-^ = 0, SdF2^ = J, so folgt 

Um die Formlnderungsarbeit der äufseren Kräfte in der Form 
raft X Weg hervortreten zu lassen, berücksichtigen wir» dafs 

N-ds 

— A ds gleich dem Ärbeitswege der Kraft iV, 



FE 

Mds 
JE 



Adq) gleich dem Ärbeitswege des Momentes M (vergl. 
S. 15), endlich 
- - ^ „ =d6^ gleich dem Ärbeitswege der Querltraft Q und erhalten 

e/o e/ö iJo 

2* 
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Da die am Stabende wirkenden änrseren statischen GrülJa 
Nf M and Q der Mittelkraft E und diese ihren Seitenkrä 
Pi, p2 . , . Pn mechanisch völlig gleichwertig sind, so kann man 
auch als Arbeit dieser Kräfte ansehen. Bezeiclmet man demnacli 
den Arbeitsweg von H mit d,, von P, mit dj, — von P^ mit ö^ 
so erbalt man 

4) 31.^.-^2- =\^-- + l—^+ -^ 

t'O «/O 5/0 

Die entsprechenden Verscbiebangsarbeiten sind 

Jo Jo Jö I 

c) Arbeit£geaet£e in der filagtizitätslehrek 

Unter b wurde nachgewiesen, dafs äufser« Kräfte, wenn sie 
&uf einen elastischen Körper während einer Formänderung desselben 
mit gleichbleibender Gröfse einwirken, eine Verscbiebungsarbeit 
leisten von der Grdfse 

1) K^2:P„d^ = S^'^d,^S^'^dq>-\-SQ'dö,, 

worin d„, bezw. ädst Adip und dö^ die Wege bedeuten, welche 
die äufseren Kräfte P„» bezw, die ihnen in Bezug auf die einzelnen 
Stabquerachnitte gleichwertigen Kräfte iV, M und Q in ihren 
Riebtungen während der Formänderung zurücklegen. Diese Wege 
können unabhängig von den Kräften, müssen aber in stetem Gleich' 
gewicht zwischen den äufaeren und inneren Kräften mögliche, 
„virtuelle" Wege oder Venrückungen der Angriffspunkte jener Kräfte 
sein. Die auf der rechten Seite der Gleichnng vorkommenden 
Gröfsen iV, Jf und Q können, in umgekehrter Richtung genommen, 
auch als Ausdruck der in den einzelnen Stab qu ersehn itten unter der 
Wirkung der äufseren Kräfte P« auftretenden inneren Spannkräfte, 
bezw. diesen gleichwertig angesehen werden. Die Summe der drei 
Integrale stellt daher, negativ genommen, auch die Verschiebunj 
arbeit der inneren Kräfte dar. 

Nimmt man nun zunächst die Verrückungen ö^, Ads, Ad^ 
and ddq als von den Kräften selbst unabhängige bestimmte Arbeita- 
wege dieser letzteren an, ao stellt Gl. 1 lediglich eine Abhängig- 
keit zwischen den Kräften Pj , Pj . . . P„ einerseits und JV, M 






j 
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ad Q andererseits dar, Läfst man daher eine der äufseren 

Cräfte, z. B. P„ sich um $Pn ändern, wäthread die anderen konstant 

^leiben, so erfahren auch JV, M UQd Q gewisse Änderungen ^JV', 

?Jf und $Q. Man erhält durch partielle Diflerentiation der Gl 1 

ich Pn und Lösung für d„ 



l) 






dd„ 



Legt man jetzt den Verrüclcungen ö„» 4ds^ Ad(p und dd^ 

ater allen möglichen diejenigen Werte bei, welche der elastischen 

J'ormanderung durch die wirkenden aufseren Kräfte entsprechen, 

h. denkt üpan sich Ads lediglich durch N, Adq> durch M und 



fdg durch Q eniatanden, so wird Ads' 






ds^ 



N'di 



FE 



tdq>= -r^^- und dög = ~——^ (vergl. S. 19) und man erhält 



?) 



9N-N-ds ^CdM-M'ds , Csqqds 



+ 



+ 



und aq^q^?^, 



JPPn kFG' 

so läfat sich Gl. 2 auch schreiben 



" J dPn-EF ' J 8P.JE 
Beachtet man endlich, dafs &N'N = 



aM'M= 



PM^ 



d^ = 



i C N^-ds C M-'^ds C q^-ds \ 
"^Xi 2EF """J 2 JE J^kFGt 



SPn 



Der Klammerwert im Zähler das Bruches der Gl. 3 drückt 
nach Gl. 2 S. 19 die wirkliche dem äufseren Kräfteangriflf ent- 
■sprechende Formänderungsarbeit aus, und zwar negativ genommen 
4ie innere, positir genommen die äufsere. Es mOge hier indes von 
'einer Unterscheidung beider abgesehen und der Klammerwert mit 
'^f bezeichnet werden. Man erhält dann 

d.h. in Worten: „Wird ein in atatisch bestimmter Weise 
spannungslos featgehaltener Körper von beliahigeo 
äufseren Kräften ergriffen* so ist die elastische Ver- 
schiebung des Angriffspunktes irgend einer der äufse- 
o-en Kräfte unter der Voraussetzung gleichbleibender 



25* Ifrittef Ab3ch$titt, ElaatüHM v, FeMtigkeit emfad», gekrümmter Stäbr. 



Tetnperatur gleich der eraten Abgeleiteten der wjrk- 
Itehen Formänderuogsarbeit nach der betr. Kraft*, 
Der hier ausgesprochene Satz ist fon Coatigltano Euerst Daebgewi 
ood wird nach ihm benannt. 

Handelt ea sich um die elastische Drehung ^a einer Schoi 
ebeD«f in welcher ein Moment M^ wirkt, so kann man dit^se» 
durch ein Kräftepaar /*„ am Hebelsarm r„ entetanden ansebi 

Es ist dann P„ = — ^ und der Arbeitaweg tou P,, ist 6„i 

Damit nimmt GL II die Form an 



3d 



la) 



Ja = 



a%i 



Mit Hülfe der GL I n. la läßt sich die elastische Bewegunf 
irgend eines Punktes, oder eintsr Schnitt ebene des Stabes berechi 
Greift in denselben ztifliUig eine Kraft Pn oder ein Moment 
nicht an, so nimmt man den augenblicklichen Wert dieser Ter- 
änderlich gedachten Gröfsen im Ausdruck für ^?(, gleich Null od( 
durch Null gehend an. 

Wird der bereits in statisch bestimmter Weise unterstützte Stal) 
oder Balken noch weiter festgehalten, so wird sein äufserer Gleicii- 
gewichtszustand statisch unbestimmt, und die an den weiter festr 
gehaltenen Stellen auftretenden Stützkräfte und Stützmomente sind 
als statisch unbestimmte GrOfsen anzusehen. Für sie gilt indes^ 
wie für alle äufseren Kräfte^ die GL 1. ßuht ihr Angriffspunkt 
oder ihre AngrifiTsebene während der Formänderung, d. h., ist die 
Stfttaung in ihnen eine starre, so ist för sie Ö„ = bezw. J a = 
nnd man erhält aus Gleichung I 

n) ^«' 

d. h. in Worten: „Die Abgeleitete der Formänderungi 
arbeit nach einem statisch unbestimmten Stützwidei 
stände ist gleich Null*^. GL U l&fst sich auch dabin deut« 
dafa X m dem allgemeinen Ausdrucke für die Formänderung 
arbeit denjenigen Wert hat» für welchen die Arbeit ein Oröfsj 
oder Kleinstwert wird. Hier kann nur der letztere in Fr 
kommen, weil % ohne Eückaicht auf die Festigkeit des Stol 
einen endlichen Gröfstwert nicht haben kann, Tielmehr mit J^ liiTI 
Unendliche wachsen würde. Uebrigens ist auch leicht ersichtlic 



nur posttiT seiti kann, wodurch gleicbfalb der 




I 



Gl, n wird vielfach mit Vorteil zur Bestimmung statisch un- 
bestimmter Stötzwideratände benutzt. 



Anwendungen. 

Beispiel 1 : Ein ekiseitig eingespannter Stab iat beli&blg lotrecht belastet. 
Die Venriickittiig' / aeines Endpunkten B gegen die Tangente in Ä soll bereclinet 

werden (Fig- 16). Nacli Gl. I iat f=^-Tpf ^nt&t P eine in B angreifende 

Einzellast verstanden. Nach Gi 3 S, 19 ist 

Fig. 15. 

owubl das Moment Jf ala die Qnerkraft Q ha-ben 
wir uns aas zwei Teilen bestehend zu denken, Ten 
denen indes nur einer von P abhängt, der andere 
Mg bezw, Qrj aber von P an abhängig ist; beide 
sind also hier Festwerte. Mit M=^Mq-{- P-se und Q=Qit-\- P erhalten wir 




^<=j'^^^^|#^%P 



+ P)^dx) 



^2 JE ^J ^kFG 

and daran» nach GL i durch Differentiation nach P 

^ dP J JE """J kFG J JE '^]hl 

Läfst maii die Mitwirtung der Querkraft aufeer acht, so erhalt man 
r= \ — Fp— ) wie Bd. I S. 114 Gl, 2 bereits nachgewiesen. 



dx 
TG' 



Ist die Bekatmng des Stabes eine glelchmärsig rerteilte p flir die 
Längenc'inheit, der Querschnitt desselben ein Rechteck von gleichbleibenden 
Abmessungen hy^h^ also 

/=— und ^ ^ C^/'^^ _[ 9 V-45^»d« 6 




^ ZfrüUr Aktd^tüL ElmäÜi^mi m. Fevt^lA« nmfa^ pAntmmttr , 



a = 04 £ OBd fährt die Intesnlii« 



urgSbt «xäk 



i .£Ü__^l PiL-l llLlfL] 

i'bh*E^ f'bhE 2'bk£\\kl 



+ 1 



Der zireite Samnuuid i» d«r IGainatcr driekt den AsteÜ der Qoerkr^ft auB. Ffit 
^ ia d«T Anwtnditiie-ineiit Torfcommmden YerfaÜtiiln« -r- i«t «r r«c»ehirindend 
IkiD gegfn den der Blegnog eDtopr«cl]eDd«B ersten T«il BeispielaveiBe würie 
ftr -jr = 8 ^ Anteil dw Qoerkraft tt ftr ^^^ 10 */»•• auBmachen. 



4 



Gtt&Cier tU bei dein hier al« Quer^dmitt wigeiiomni«iieD rollen Rechteck 

[fillt der Anteil der Qtierkr^ ui der Fonninderonf b«i dea «oge nannten 

^ATUgeeputen Qaersch&ltten z. B. betm X - Qtterachnitt mm. Wie Bd. I S, ISti 

»aclige wiesen, kann bei diesem QaerBchnJtt mit bjareicbeiider Genauigkeit 

aogenomiaeö werden^ daXa der Schubwiderftand nur toh dem Steg g^eleistet 

irird. Iit F, dessen Qnersclmitt, so ergibt sich die nütÜere 8chQbspannnng 

Q 

m r^^-—- nnd die Glütang zweier Qoerechnitte Im Abstand« dx von- 
-*» 

r Q 

«ioiader fn jr.dx=-^'da^=j7yr'^s^ Mit Q=px erbilt man die von 

4$T Qoerkraft herrührepde Verschiebung des Eudquenchnittes gegen den 



EtoÄpanDüngaqtierachnitt tu \ fy = \ CF~ "°^ ^ Geiamtrerrück 



t t 

-_ (' px*'d£ C psidx _ pl* pP 

'~J %JE *^J GF, ^&JE^ 2G-F^' 





Jjt im gegebenen Falle h die Höhe d^s i - Qaeracbnittefl, 0,4 A se 
Flantschbrsite, 0,06 h die Flantschdicke und 0,04 h die Stegdicke, so 

F, = 0,04 A» und /= 0,01 3 h* . Damit wird /= ^ -" ^ ' " 




8-0,013 Ä*.£ ^2-0,4 J?.0,04A» 



^ P71 V'^ " ( T )' "^ ^ ^ '^ ) ■ ^ör -^- = 8 bt hier der doreh das zweite GUe 
der Klatomer ausgedrückte Aoteü der Querkraft '/><■ ^^^ ganzen Verrflcknn^J 
1 10 dagegen V«« » ^^^^ verhältniBTöäfsig um so geringfQgiger j« 



lund ^ür-^ 



L^Sfser 



l 



l 



-j- . PÖr mittlere Werte von -^ und, wenn es auf einen sehr hob 

von Genauigkeit niebt ankommt, kann daher der Anteil der Querkrafli| 
der elastischen Verrückung aufser acht bleiben. 



Beispi«! 2 : Die Durchbiegung f eines in seiner Mitte von einer Einzel- 
last P ergiiüenen zweifach gestützten prismatischen Balkens soll berechnet 

P 

werden. Wir benntzen GL 2 S.I1 ^„—31^ = 0. Darin ist 9fa=Y'/' nnd 




und 6omit f=.^j^ wie Bd. I S. 118. 



Beispiel 3 : Ein gerader prismatischer Stab ht an semen Enden Ä und B 

drehbar festgehalten und in einer Sjmmetrieebene mit der Stabachea in 

beliebiger Neigung a gegen diese von einer Kraft 1? ergriffen (Fig. 16). Welche 

Stütxkräfte haben die Punkte 

Fig. 16. 

1 * 



A und B im Gleichgewicht 
der äofseron Kräfte zu leisten? 
Ueosti und iZsin« sind 
die Seitenkräfte von iJ in 
der Richtung der Stabachae 
ttad senkrecht dazu. Die 
Seitenkräfte der Stötikräfte 
ji. und B in denselben Eich- 
tungen mögen mit jijj, j1^, Bj. und B^ 






-^^ 



Ax 



"Kf 



-X 

Reosot 




B 



Resinat 

bezeichnet werden. 2n ihrer Beatiinmnng 



reichen dio drei statischen Gleichgewichtabedingnngen nicht aus, der Znstand 



des Stabes ist einfach statisch unbestimmt und B^ werde als statisch unbe- 



I 

^T5e 



atiinmte GrÖfae angesehen. 



d^i 



Ihre Berechnung aoU mit Hilfe der Gleichung 11 ——-=0 erfolgen, worin 

li dei Bildung von Ui nur die Kräfte in der Richtung der StSibachEe in 
letr&cht kommen, weil B^ mit diesen f&r sich im Gleichgewicht steht. Auf 



dagegen B^ — i^cosa. Die Fonnändeninge arbeit in der Richtung der Stab- 
achae ist danach gemfifa Gl G S. 13 1^ = 2F,E + ^^^ l^^l^"^' ^' 
Jjlgt nach Gl. II S. 22 



Dtraus 



^ B-coga*?i B'6osa-li 

=0. ^>=^^tr- — i — • 
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erhält man am den Momentengleichongen in Bezug auf A und B xn 

Damit sind auch die Sttttikrfifte ^ and B 



l^Mämti B _ ^i-B«in« 



l 



B, 



l 



selbst bekannt. Es wird A = ^A\-\-A\ = ^j^ • ^sin'a + cos'a =« ^ 
und ebenso B=—t-^. 

Beispiel 4: Der Stab Beispiel 3 sei bei A fest eingespannt (Flg. 17). 
Nun ist auch B, aus der einfachen Gleichung der statischen Moment» 
in Bezug auf A nicht 
mehr bestimmbar. Der 
Zustand des Stabes ist 
zweifach statisch unbe- 
stimmt. Wir bestimmen 
B, aus der Gleichung 
d% 
dB, 

nur ans den Kräften senk- 
recht zur Stabachse gebil- 
det wird, und erhalten 



=0, worin 9(j jetzt 




R.$ina 



fHi fit f»h f9i 

„ _[ M*dx [ M'dxUB,.x) 'dx iRJg, 
***■" 12/i? "^12J£ ~] 2JE ^\L 
ft/o tJif e/o ft/i* 



«) — ü sin o (« — ?,) 



2 JE 



'] 



dx. 



fit «yo e/i, 

Daraas wird nach GL II, weil B unverrückbar, 

d^i [S^x^dx [B^x'dx JBsinal , ,,. 

jB:-\-JE--^\-^rE j^Yix-l^dx = 0, 

e/o e/ij e/i« 



d.i. 



Für A^ und B^ gelten die oben in Beispiel 3 ermittelten Werte. 
Mit Aj,^ Bg, Ag und B^ sind auch A und B bekannt. 
Das Einspannungsmoment ergibt sich zu 



ien. 



IIc. Ärbeitsgegetse in der Elastisitätshhre. 



Fiff. 18. 




Beispiel 5: Der eiaseitig wagerecht elngeBpannte Balken Beigpiel 4 sei- 
am freien Ende B darch einen lotrechten piiamatiichen Stab unterstützt nnd> 
über seine Länge l gleich- 
mäfBig- mit p für die LäDgen- 
einheit belastet (Fig. 18). Der 
Stall £C sei in B drehhar 
mit dem Balken, in C dreh*, 
aber nnverscbiebbar mit einem 
festeü Fundament yerb linden. 
Die Stützkräfte Ä und B sind 
iVL bestimmen. 

Der äufiere Gleieh- 
gewicbtszustand i^t einfach 
statißch unbestinimt und die 
Stützkraft B werde alB 
statisch unbestimmter Wert mit Hilfe der Gleichung I S. 31 ermittelt. 
Infolge der elastiscben Verkürzung der Sttitäie SC erfährt der Pnntt B 

l B 

eine ÄbwSrtaTerschiebung dt. = ^J x, , wenn E^ da& ElastiiitStamafB des Stabe» 

Jf ■ -ßi 

und F sein Querschnitt ist. Während der FormänderiiDg arbeitet die Stüts- 
liraft B negaüv, weil die Bewegung ¥0U B gegen ihre lÜchtcng Btattfindet. 

~^^db sein. Nnn ist Sf j = 






Es mufs daher 



iM^dm 



dB' 



2 JE ' 



worin M^Ba—^-^—' 



dB 



= 3 



dB2JE 



JE 



dx ^ — A, 



oder,, beide Werte von di^ einander gleich gesetzt, 



iBx^^^ 



-dx^—lj- 



JE "" "^ FE^ 

Auflösung der Gleichung für B erhalt man 



Durch Aasführung der IntegratioQ und! 



B = 



1 + 



3JE-l^ 



all man 



A^p 



1 + 



3 JE- 1^ 



V»pL 



FB,'l* '^ FE^P 

Hit ?! == 0, also starrer Stützung TOn B, wird B^^/ipl und A - 
(Vgl. Bd. I S. 134.) 

Zu dem gleichen Ergebnis gelaugt man, wenn raan Balten und Stützstah 
als einen in C- starr gestützten Eürper ansieht. In Bezug auf die in C auf- 

-——- = sein,^ also Gleichung II zur Än- 



^ tretende Stützbaft B mufa dann 
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weadang: kommea. 3[f ist jetzt glekti der Blegiiogi&rbeit d«s Balken« and der 
Pressungsarbeit des StalMW. 



>«-^r 



2JE 






ubd dnieh BiffereniiatioD 



'TE "*" F^""^ ' '"* "* 

Es soll \w,v Boch vefgleichflweise für den Fall atamjr IfnterBtfttrung bei 
£ die hier auftretende Stützkraft B unter BeräckEiCihtifDng der infolg« der 
'Querkraft auftreteDden elastische d Gleitong^ bestimmt werden. IM« Fonu- 
jlnderQDgBarbeit tinter Berücksichtignng der Querkraft ist 



M^'dx 



TB*«— 



px^ 



A\i 



ds 



2JE 
und nach GL n S. 2£ 



'Bx^-^]äx 



JE 



'2 JE 



\ iS~px)dx 



t-j)a;)*dg 



ik^F-G 



;0. 



1 6 

Ftlr den rechttckigen Qnerachnitt ist «ach 8. 23 -r^ =^ ■. -. . , 

J^—^ mnd G = 0,4 -E^ ergibt die Ldßung obig«? Glekbang filr B 



Ißt" 






Da« sweite Glied im Wähler tmd Netm«r 



M«s Bmches entspricht der Querbraft und rerscbwindet, wenn man diese aufser 

I ZI 

[*cht läfät Ea wird dann wieder wie oben B = -^pl. — Für -jr^S wird 

pl / fi*+l \ ^Q377^(^ ^^g^Q |'p?=0,375j); ohne Rücksicht auf 



j-«*+^ 



? 



I^e Querkraft Selbst bei x ^ ^ erhält man nor E == 0,38 jj J . Der Einftnfa 

l^on Q anf die Etatäsch ^nbeBtimneite Ordfae B ist alio völlig rersch windend. 

Für den in Beispiel l S. 23 besseicbneten I- Querschnitt ist die der! 
Qiierkraft entsprechende Furroanderunga arbeit für ein Längenelement dasM 



1 






d, i. , da die mittlere Gleitspannrnng^j 



Ü^'dx 

T™=^» dSt = ^,, 7?> worin Fj Qaeracbnitt der Stegfiäche ist 

i*, 2 J*, ' Cr 



2 F, ■ Q 




'0 ft/ 

Mit J= 0,013 h\ F,^0,04 A* (vetgL S. 24) und (?=0,4 £ ergibt die 

0,3(4)"+. 



Lösung obiger Gleichung 5 = -^ 



Verschwindet das der 



r Querktaft eutsptecheiide zweite Glied im Zähler und Nenner, bo wird 

:£ = -^iji. ^Für-^==8, 5 = 0,38jji, 4=5, B=ilMbpl. Auch für 

diese QuerBchnittsform ist der Einflurä von Q auf die statiicli nnbestimnite 
Grörse B also nur gaiii unerheblich. Et soll in folgendem daher überhaopt 
anijser acht bleibeD, wenn nicht ausdrücklich seine BerQcksicbtig-iing betont 
wird. 



I 



Beispiel 6: Der Stab und der Balken Beispiel 5 seien tdu gleichem 
ifaterial nnd QaerBChnitt und bei B ununterbrochen raiteinander Terhnnden- 
(Fig. 19). Die wagerecbte Strecke AB ist wieder mit p für die Längeneinheit 
belastet. Der äiifsere Gleichgewichtszugtand ist nun zweifach atatisch unbeBtimmt, 
weil die Stützkraft C in C nun im allgemeinen nicht mehr in die Richtung der 
Stabachse BC fällt, soudern irgend eine geneigte Bichtnng annimmt. Ihre 
lot- und wagerechten Seitenkräfte Cy und C^ mBgen als statisch uDbeßtimmte 
Gröfsen aogenonimen werden. Die Ferra ändeningaarbeit für das Stabende B C 

Iist dann nach Gl. 2 S. 19 mit Q — Q 
Cm.d« CJ-l Fig. 19. 



2 JE ~^2EF 
für das Stabende AB 



2 JE '^tEF 



Für das Stabende BC ist 
M^ — Cg^-y und für das- 
jenige AB 
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Mithio erhält man die geMmte Formindanngiarbeit 

and daraos, da der St&tcpnnkt C unrerBchieblich nach Gldehnng II, 

Die AnsfQhrung der Integration liefert 

Ist der Stabqoerschnitt und damit J and F bekannt, anch die L&ngen 
l und /, and die lielastung p gegeben, so lassen sich aus beiden Gleiehang«ii 
Cg und 6y leicht bestimmen und sodann weiterhin auch die eintretende Band- 
Spannung <r, und <r, berechnen. 

Hat der Stab beispielsweise einen I - Querschnitt von Jk = 20 «" , 
J = 2140 c»«, J>'=33,5cm« and ist Z = 4,0», ?, - 3,0», jj = 1000kf fftr 
das Meter, so erhält man Cx=220, C^=n50^«. Der Stützdruck in A wird 
dann 4000 — 1750 = 2268 kg. Das gröfste Biegungsmoment zwischen A and B 

erhält man im Abstände — ^ ^ —rrr- = 175,0 cm von B zu 
p 10 ' 

fi) JJf«« = -^~6:.-i, = ^'-220.300 = 87 000cm/kg. 

87 000 • 20 
Die Eandspannung ist <r= ^ =^410**. im Einspannungsquerschnitt 

bei ^ ist 

7) Jlf, = C^.i-^-^-a,.Z, = 1750.400-— 1^-207-300 = 

= — 166000em/kg, 

AT>A 166 000-20 ^^^ . 

woraus die Bandspannung <r= oma o =780»*. 

i»140 • J 

Umgekehrt lärst sich auch mit Hilfe der Gleichungen 4 — 7 für eine 
gegebene Bandspannung <r eine der Querschnittsabmessnngen bestimmen, wenn 
die übrigen gegeben sind. 



IIc. Arbeitsgesetze in der Elastizitätalehre. 
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Beispiel 7: Ist der Balken Beispiel 6 auch bei C fest eingespannt, so 
kommt hier als dritte statisch unbestimmte Gröfse noch das Einspannungs- 

Pig. 20. 




moment üfj hinzu, und der Gleichgewichtsznstand des Stabes wird damit 
dreifach statisch anbestimmt. (Flg. 20.) Die Arbeitsgleichnng lautet 



Daraus durch teil 

^%_ \ {^y- 



'2EF' 



Daraus durch teilweise Differentiation in Bezug auf C,, Cy und M^ 






dC~ EF'^] JE 



= 0. 



4) 



^ f(3£3-C,-y)dy . [[c,^:- U-^-h M,)da: 



JE 



JE 



= 0. 



Sind nach Gl. 2, 3 und 4 C«, Cy und M2 bekannt geworden, so erhält 
man das Einspannungsmoment bei A 



5) 



My = Cy'l — ^ C, • Zj + J*^2 » 'ind das Maximalmoment 



zwischen A und B im Abstände — ^ von B zu 

P 
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!f*r- 



fcfö ehtfa^ gehrüvmier Stähf. 



M,^^ -^—C^'li^M^, während 4er Stützdrock bei i 

Ä=^pl — Cy wird. 

Durch die GleIchnng«D f, 3, 4^ 5 ond 7 iind die du Ko^re Gleich- 
gewicht gegeBtibcr der Belastung herstellenden Stfttikritfte ufw. bestimmt 
Ihr« Benutzniig zur Beatimmmig der eintretenden gröMea Spatumngeiif oder 
bei Torgeachriebenen ^öfiton Spftunimgen lor Bercchnang: der QnerBchnitt»* 
abmessen gen gesciüeht dann uftcb des in Band I entwickelten Kegeln. 

Beispiel S: Ein prismatischer Balken ruht spann an gelo« anf drei gleicli- 
hoben Stützen (Fig. 21), tqd denen eine feet und zwei beweglich^ befindet stell 
iCLm fnr jede Bela«tnng In etnf&ch st&tisch tinbe- 
stimm tem Gleichgewichtszuetaüde. Welche Fig. 21. 

Stützkrärte eotstehen^ wenn eine der beiden Jf _ i 

gleichen (Wanngen mit p för die LSngeneinbeit Jfclff^^ ;*_ — ^ 

gleichmäfeig belnatet wird? ^jr*^ h| 

Ale &tati.Beh nnbestimnate 0c01^ werde die 
Stüttkraft A angenommen. Die Sttitxkraft B ist abwarte gekehrt nnd safalg« 



pl' 



i-Pl 



^ = {Ä-\- B)l B—^ A. Die Fonn&ndeningsarbeit ftir den linken Arm 



ist 



h-'Pi"' 



2 JE 



nnd för den rechten 



im ganzen also 
und daraus 



^i = 



h-'-fP 



2 JE 



+ 



2 JE J^ %JE ' 



%JE 



h'-'4V' te-^)--"' 



JE 



JE 



= 0. 



^0 t/e 

Die Ausftitirnng der Integration und die Losung der Gleichung lieft 



^ = 16^'- 






C^pl — B — A^^lnpL 



d) Maxwells Satz Tau der Gegenseitigkeit elastiscIiaF 

Verrücknngen, 
Geht ein spannungsloser Körper in einen bestimmten Spannungs-^ ^\^ 
and über, bo ist damit auch eine bestimmte Formänderung und^^^ 
weiter oben nachgewiesen, eine durch den Spann ungszustaoc^^''^ 
allein völlig beitimmte Formänderungsarbeit der inneren Spannkraft' 
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n 



erbunden. Besteht zwischen dtesea und den sie bervornif enden 
-ufseren Kräften während der Formänderang stets Gleichgewicht^ 
leisten letztere eine gleich grofse, Dur hinsichtlich des Vorzeichens 
entgegengesetzte äufsere ForroänderangBarbeit. Die Gleichheit der 
äulaeren und inneren Formändernngsarbeit ist lediglich an die Be- 
dingung stetigen Gleichgewichtes der äufseren and inneren Kräfte, 
also an ein allmähliches Anwachsen der ersteren mit den letzteren 
geknüpft, im übrigen aber unabhängig von der Keihenfolge, in welcher 
die äufseren Kräfte angreifen und dem Gesetz, nach welchem sie 
allmähücb anwachsen. 

Wirken danach auf einen etwa festgehaltenen Körper (Fig. 22) 
in zwei Punkten a und h einander gleiche Kräfte P in beliebiger 
Eiehtung ein, so erfuhrt der Körper eine bestimmte Formänderung 
und leistet eine bestimmte innere Formänderungsarbeit, welche die- 
selbe bleibt, einerlei, ob die Kraft P in a oder in h zuerst angreift. 
Jede der beiden Kräfte erzeugt 
nun eine bestimmte Yerrückung 

sowohl ihres AugriflFspunktes \>-'^ ^"'^^/h- 

in ihrer Richtung, als auch ^ ^ 

des Angriffspunktes der andern 
Kraft in deren Richtung. In 
folgendem bezeichne öji, und djb die Verrüclmng, welche die in a 
angreifende Kraft in der Richtung der Kraftlinien in a und b erzeugt, 
(ifr^ und d^a die Verrückungen, welche die in h angreifende Kraft 
in den hezeichneten Richtungen in h und a hervorbringt. 

Greift nun die Kraft P in a zuerst an, so leistet sie bei all- 



Fig. 22. 




Pö. 



mählicher Steigerung die Arbeit ^^— und, während die nachher 

*n h angreifende Kraft P den Punkt a um t^ja verschiebt, noch die 
Verscbiebungsarbeit -P-Öj,^. Der Punkt h erfuhr schon während 
<i«s allmählichen Angriffs der Kraft P in ^ eine Verschiebung ö^^, 
<ia aber. P in h noch nicht wirkte, wurde hier keine Arbeit 
öi-zeugt. Die einzige Arbeit der zuletzt angreifenden Kraft P 

in h ist denmach — ^ und somit die Gesamtformänderungaarbeit 



^er äufseren Kräfte ^^ +P'ö^„ + ^'*^**' 



Hätte die Kraft P 



2 ' '" ' 2 
in h zuerst angegriffen, so würde die äufsere Formänderungsarbeit 
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+ /^*t\ft entstanden sein. Beide aber müssen, da 



2 ' 2 
das Endergebnis des Kraftangriffes dieselbe Formänderung tmd die 

gleiche innere Formänderungsarbeit ist> einander gteicb sein: 



woraus folgt. 



^■'- + P.ö.,+ ^^^!^ + it^ + p.ö,„ 



2 ' ''* ' 2 2 2 

d. h, in Worten: Wirken zwei gleiche Kräfte in irgend 
zwei Punkten it und h auf einen festgehaltenen Körper 
ein, so ist die Verschiebung, welche die in a wirkende 
Kraft in h in der Hichtang der dort tätigen Kraft 
erzeugt^ gleich derjenigen, welche die in h tätige 
Kraft in tt in der Kichtung der hier angreifenden 
Kraft herTorbringt 

Entsteht die Formänderung nicht durch zwei gleiche KrätU 
sondern durch zwei gleiche in verschiedenen Querschnitten a'a and 
b'b' (Fig. 22) angreifende Momente, so gilt eine ähnliche Beziehung. 

Dreht M in a'«' diese Schnittebene um einen Winkel J^a«. 
diejenige h'b' um einen Winkel Jg^^t, ferner M in H diese Schnitt- 
ebene um Jq}i>f, und a'd' um J^t«, so drückt sich die Formänderungs- 
arbeit, je nachdem JH in a'a ' oder M in b'b' zuerst alltnäblich angreift^ 



aus ala 5J„ = 






MJg>, 



+ M-J^t.'h 



M-J<pt^ 



;— + M'Jipab i woraus wieder folgt 



2 ■ 2 

In Worten: Wirken auf einen festgehaltenen Körper 
in zwei Schnittebenen aa and b'b' einander gleiche 
Momente ein, so ist der Winkel, um welchen das in 
a'a' tatige Moment die Ebene b'b' in der Richtung des 
dort tätigen Momentes verdreht, ebenso grofs ab 
derjenige, um welchen das in b'b' angreifende gleiche 
Moment die Ebene a'a in der Hichtang des dort 
wirkenden Momentes verdreht. 

Beide Sätze finden in der Elastizitätslehre sowohl bei der 
Beurteilung von Formänderungen, als auch von Gleichgewichts- 
zuständen, insbesondere von statisch unbestimmten Bauwerken* 
fruchtbare Anwendung. 
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Fig, 23. 




~1 



I. Spannungen durch beliebige Kräfte in der Krümmungs- 

I ebene des Stabes, 

) AUgemeiße Beziehangeii zmscheii den äufgeren Kräften 
mid den Normalsj^aunuugen. 
Dio emfacli gekrümmte Mittellinie des Stabes weise in spannungs- 
;em Zustande eine beliebige einfache Krümmung auf und je eine 
r Hauptachsen aller Stab- 
lersehnitte liege io der Stab- 
ene. Der Stab befinde sich 
1 Gleichgewicht und die 
ittelkraft JR aller äufaeren 
jäfte einerseits einer Schnitt- 
bene tt sei unter einem Win- 
el a gegen diese geneigt 
^g. 23), Ihre Zerlegung im 
Jhuittpunkte h mit der Schnitt- 
en e führt zu den Seiten- 
iften A^ normal und Q, tan- 
Qtial zu derselben. Eratere 
ira dorch die im Querschnitt 
'vorgerufenen Normal-, letz- 
e durch die entstehenden 
mbspannungen im Gleichgewicht gehalten werden. Wir beschäftigen 
* hier ausschliefslieh mit den Normalspannungen; die Schub- 
iiinnngen lassen sich mit im allgemeinen hinreichender Genauig- 
t nach den in Bd. I S, 179 n. t entwickelten Regeln beurteilen. 
Die Normalkraft N im Abstände Zr, vom Querschnittssebwer- 
uite wirkend, iat mechanisch gleichwertig einer in jenem Schwer- 
ukte angreifenden Kraft j¥ und einem Kräftepaar vom Momente 

Wir denken uns nun durch zwei radial, d. h. durch die 
rümmunggachse des Stabes gerichtete Ebenen ein Stabelement von 
sr Uüge ds, in der Stabmittellinie gemessen, herausgeschnitten, 
nd Unterwerfen dasselbe zunächst einer zentriseh, d. h. im Quer- 
tottsschwerpunkte angreifenden Kraft N, Die dadurch entstehenden 



io.J 



^ Ihitta- Äbid^itt EhuHnt& u, FalifttÜ eiifMh g^F%mmt<ri 



r 



i__j 






\^9^'^f' 



f [ 



Kormalspanniingen verteil ea sich gleichmälsig über den Querschnitt 
Wegen der infolge der Neigung dtp der Schnitiebeseo gegeaeioaDdeT 
verscbiedenen Länge der Fa- 
sern findet nicht, wie beim ge- 
raden Stabe, infolge der Deb- 
DOng lediglich eine Parallel- 
Terschiebaug der Schnitt- 
ebenen gegeneinander» 300- 
dem gleichseitig eine gegen* 
seitige Drehnng derselben am 
einen kleinen Winkel COCj 
statt Die ÄbsolntTerlänge- 
mng der gleich gespannten 
und darum relativ auch gleich 
gedehnten einzelnen Fasern ist 
Terhältnisgleich ihrer Länge 
und wie diese daher verhält- 
nisgleicb dem Abstände tod 
der Krfimniungsachae. Die 
infolge der Dehnung eingetre* 
tene Verrückung der Schnitt- 
ebene CD gegen AB ( Fig. 24) 
ist daher eine solche, dafs 
sie auch in ihrer neuen Lage 
Oji)| durch die Erümmungs- 
achse gericbtet ist. 

Tritt nun die Wirkung dea Momente M hinzu und machen 
wir die, solange eine Querkraft nicht wirkt, berechtigt erscheinend« 
Annahme, dafs ?or dem Kraftangriff ebene Querschnitte auch iint«i 
der Wirkung eines Momentes eben bleiben, so geht die Schnitteben 
ÜJJ aua der Lage G^B^ in diejenige C^D^ über Ziehen wir nu 
1^2 ^3 tl CB^ 90 lassen sich zunächst die Dehnungen wie folgt auE 
drücken. Die Dehnung e^ der Faaerscbicht in der Stabachse Siß i£ 

nnd dlejemge im Abstände z von der Stabacb 



rfpj- •) 



i_„- 



«n = 



SBi^ 



SSo^ ds 



_ FF^ + F^F^ _S8^+ F^F, 



^ FG FG FG ^^^^ ^^"^^^ ^ 

-äd8=SQda—€^'Q-dtp^ F^F^—Adfpz und FG={Q-\-z)dq 
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1) 



e = 



£QQd(p + Adq^- 



^o-e + 



Ad(p' 



d<p 



{q + z) d(p 



Q + ^ 



^P Das Yerhältnig -^— drückt die relative Winkeländerung der 

"Schnittebeneti gegeneinander am und werde mit ta bezeichnet. Damit 
schreibt sieb Gl. 1 nach Entwickelung 

und die entsprechende Spanming Tvird 

Das Gleichgewicht der äufseren und inneren Kräfte in Bezug 
auf das Stabende einerseits vom Schnitt tt führt nun zu den 
Gleichungen 
4) J'ödJ' = jV 

und in Bezug auf die zur Stabebene senkrechte Hauptachse zu der 
Monaentengleichung 

Wß Folgt der Stoff dem Hooke*9cbea Gesetz, ist E konstant für 
verschiedene Spannungen <t, so erhält man aus den Gl. 2—5 



6) 



N^E f [eo + (^ - ^o) 7^] dF und 

M^E\^E,'^(uj^E,)^^dF-z, 
Bei Ausführung der Integration wird J'rfJP — J^, j'z'dF=Q; 



setzten wir noch die Flächengröfse 



"rQ 



atäprecliend 



dF=\Z'dF—o 



I ' + Q 



dF= — kF und dem- 



^y^g.J^jr^ SO folgt 



N = EF\E^ — {io ~ eQ)k\, 

M = F(oj —E^)gkF und daraus weiter 



M 

' EgkF 



FE 



4- {OJ — €fy) l- 



N 



+ 



M 



FE ' EqF' 
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Diese Werte in Gl. 3 eingesetzt, erhält min ^bs Gesetz der 
Spannangäverteilung Qber den QueTschnitt 

10) ^ . M . M . 



^'^ qF~^ Qk^^'i^-^g' 



Darin soll im allgememen +.V als Zug-, — N als Druck- 
kraft gelten, + M ein auf VerstHrkung der Stabkruinmimg^ — M 
ein aaf Verminderung derselben gerichtetes Moment sein. Die 
Ordinate z wird in der Richtung nach der kotiTeien Seite des 
Stabes positiv angenommen. 

Das in Gleichung 10 ausgedrückte Spannungsgesetz stellt geo- 
metrisch eine im allgemeinen einfach gekrümmte Fläche bezw. 
deren Schnittlinie mit der Stabebene dar. Die SpannungsTerteilang 
ist also abweichend von derjenigen in einem geraden Stabe keine 
lineare, was seine Erklärung in der Langenverschiedenheit der Stab- 
fasern und in der demgemärs relativ stärkeren Dehnung und Spannung 
der der konkaven nahe gelegeneu kürzeren Faser findet. 

Aus Gl. 10 laiat sich, indem man 0=0 aetzt, die Spannunga- 
nullinie in ähnlicher Weise ableiten wie fQr den geraden Stab 
(vgl. Bd. I S. 228 u. 243). In der zur Stabebene senkrechten 
Schwerpunktsacbse des Querschnittes erhalt man mit ^ = die 



während fttr den geraden 



Spannung ö=- + -^^^ + _^. 

Stab an dieser Stelle ö = — ist, welcher Wert mit ß = oo auch 

hier sich ergibt. 

Wird Zn = —Q, d.h. geht die Normalkraft durch die Krüm- 
mungsachae 0^ so folgt nach GL 10 mit Jf— — Q'N 



10a) 



G=- 



N z 



Mit z — O wird jetzt ö^O, trotz der vorhandenen Normal- 

N 
traft äV, während für den geraden Stab mit ^ = 0, ^=^r= wird 

ß 

(vgl. Bd. I S. 227). Bilden die lufseren Kräfte lediglich ein Kräfte- 
paar vom Moment M^ wird also iV= 0, d. h. liegt der Fall reiner 
Biegung vor, so ist die Spannung in der zur Stabebene senkrechten 

M 

Schwerachse = —= and für den geraden Stab mit e=--oo ö=0. 



.«au 
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Für Stäbe, deren Höbe in der Richtung der Stabebane im 
Verhältnis zum KrQmmungsradins ein gewisses Mals nicht über- 
schreitet, läfst sich GL 10 noch wie folgt vereiüfachen: Oben 

war \ * =^-Jc'F gesetzt, wofür man auch schreiben kann 
[ — = ö^ • kJ'" . Ist nun - für alle Fläch enelemente dF so 

klein, dals man seinen Wert gegen die Einheit remachläasigen 

C+'i j 

kann, so erhält man U^dF = J= g-^kF^ also QkF=-, 
I tJ — *g Q 

Damit schreibt sich Gl. 10 



F Fq J z^ q F Fq J ^j^i 

Welchen Grad der Annäherung Gl. 11 gegenüber der ge- 
naueren Gl, 10 fQr Yerschiedene Krümmungs- und Querschnitts- 
Terhältnisse bietet, wird weiter unten für einige Querschnittaformen 
nachgewiesen werden. 

Für den geraden Stab» mit ^ = qo nimmt Gl. 11 die Bd. I 

[ S. 227 abgeleitete Form ö=-- -{- -^ an. 

Die bei einem allgemeinen Kraftangriff durch die Querkraft 
<^ = iSco9a entstehenden Schubspannungen t lassen sich nach den 
Bd. I S. 179 ff. entwickelten Eegeln berechnen. Aus ihnen und den 
nach GL 10 oder 11 sich ergebenden Normalspannungen o erhält 
man die Hauptspannangen und Materialanstrengungen mit Hilfe der 
Kegeln Bd. I S. 192 ff. Die Richtigkeit der Gl. 10 wird durch 
das Hinzutreten der Scbubspannungen an sich nicht beeinflafst.*) 

Es soll nun der Wert k für einige einfache hier hauptsächlich 
[in Frage kommende Querschnittsformen ermittelt werden. 



*) Änch der UmsUnd^ dars iDfolge der ftuftretenden Schubs pannungeD 
^die StabqoerschDittä nicht völlig eben bkibea, dürfte ab belanglos für die Ver- 
toÜutig der Norm atspaniiTiii gen sein, weil zwei einander unendlich oalie liegend© 
Queradhnitrte in gleichem Sinne von der Ebene abweichen. 



« 
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1. Für das Rechteck. 

Bei den aas Fig. 25 ersichtlichen Bezeichnungen ist F=^hh 
dF= h'dz und somit 



+ - 

/• 2 



hh ]Q + 2 h 



2 



. • 2 



2 



'dz 



Fig. 25. 



I 



— 1 

h 



+ - 

I • 2 



[';^h)'- 



^dt 



Die Ausführung der Integration liefert 
12) - ^.^ '^ 



h 






oder, das Glied l„ 



1 + ; 



2e : 



1-A 
2e 



in eine Reihe entwickelt, 



'« -[l(-Ä)'-!©'-HÄ)'--]- 



Es ist 



.+ r 



:fc=-4 



J^ U+^ 



fV _ 



2. Für den Kreis. 



,rfj-=_^\(^_^+- 4+4-4+.. V^ 



^2 ^3 ^4 ^5 ^6 



7 



Da wegen der Symmetrie für den Kreis /zrfi'^=0, /zV2^- 
usw., so ist auch 

14) «==M^P>+^l4^^+^-P>+---]- 
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In dem ersten Integral erkennen wir das achsiale Trägheits- 
moment J des Querschnittes und es ist daher 

.+ r _ ^ Fig. 26. 



ß— ¥■ 




Um die weiteren Integrale zu /'*—'" i 

bewerten, setzen wir F=n-r'^ und [ 

mit Bezug auf Fig. 26 ^ = r sin 99 , 

dz==rGO^(p-d(p, M; = 2rC0S9J, 

dF= w dz = 2r'^ 'CXi2i^ (p ' d<p . 

Damit wird ' 

Jz^ £i JP= 2 r6 . Jsin* 99 • cos2 9) . rf9J= 2 r^ • /sin* 9? ( 1 — sin2 9)) c?9?=2 r« 

[/sin* (p-d(p — Jsin^ 99 • <i gp] , 
Sz^dF= 2r^' ysiu^ (pdq) — /sin^^Pd^?! usw. 

Nach den Regeln der Integralrechnung ist 



jin"9>-d95=— cos9> — sin""^ g? 



n-1 



sin"-'9>4- 



(n-l)(n-3) 



sm' 



in-4 



[n • ■ n<n-2) "*" ^ ' n(n— 2)(n^ 

(n_l)(n_3) . . . 5.3.1 . 1 , (n-l)(n-3). . . 5-3.1 
+ • • • n(n-2)!..4.2) ^^ "^ ^(1-2) ■ ■ . 4- -^^- 
Danach erhält man 



<P 



z^dF=2r^ 



H^ 



\8iü'^q)dq> — Ksin^cp'dq) 

7 ^"Y 



2r6/3.1 5.3. 1\ ^-r' 



;r \4.2 6.4-2 






(sin^9)<i99— ^sin^'^g? 



7C 
' 2 



=2r8;r 



5.3-1 7.5-3-1 
,6-4-2 8-6.4.2 



^ 8 



Diese Werte in Gleichung 14 eingesetzt, wird 



,__l_ri ;r.r* 1 Tt-r^ 



1 ^ 8_L 

^•64-^-^+- 



■] 



oder 



"->' ''=i-©"4-©'-Ä-©'+-- 



42 Ifritter Abaehnitt. Elastuität m. Festigkeit einfach gekrümmter Stäbe. 

a Ffir das Trapez. 
Man hat wieder 



Mit Bezog anf Fig. 27 ist 



w 



= [,. + &=»!).(.._.)], 



I 

i 



also dF — w-dz 






[*'+-&—" — Ä— 7-'- 



--4-~h'--W: 



iL 







h-\- 



. + n 



-(^-^'^'-.i-yi 



6 — bt [t'dz 



'-«» 



/- + «! 






Nun ist 



16)fc= 








</2=fi + «2 = Ä, also 



^^-e 



^•H5-(*.-^'(«.+^))-H' 



Wird fei = 0, 80 geht das Trapez in ein Dreieck über; es 
wird ei = -^h und «2 = ^ Q°d demnach 



17) 



— ¥ 



'e+3*\/2 



Q 



.e-gA. 



i+i'-i 



Es möge nun für die ersten beiden Querschnitte nachgewiesen werd-^ 
welchen Grad der Annäbernng die Benutzung der Gl. 11 gegenüber der ^ 
nauen Gl. 10 für rerschiedene Krümmungsverhältnisse des Stabes biet-*' 
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Beide Gleichungen unterscheiden sich nur durch das dritte Glied. Das Ver- 
hältnis ß dieses Gliedes nach Gl. 11 zu demjenigen der Gl. 10 ergibt sich zu 

/3= ^ ' '^ . Für das Rechteck ist J—^ und F=bh. Hiermit und 

mit dem Werte für k nach Gl. 13 erhält man ^ = 1 + ^ • (-) V r^ f-j *+ . . . 

für — = 1 wird ß= 1 + 0,15 + 0,027 + . . . = 1,177 

„ — = ^ „ /S=l +0,0375 + 0,0016 -f ... = 1,039 

„ 4 = 4 - /?= 1+0,0167 + 0,0003 + ... = 1,017 

r, — = T n /»= 1+0,0094 + 0,0001 +... = 1,0095. 

Für den Kreis als Querschnitt ist J=— j— und JPssTr-r*. Mit dem 

4 

Wert für fc nach Gl. 15 /?= 1 + i(l)'+ A . {t^j^ . . . 

für — =1, also - = 4 wird >9= 1 +0,125 + 0,02 + ... = 1,145 
P P ^ 

- = 4 „ /?= 1+0,056 + 0,004 + ... = 1,06 
P 3 

- = 1 wird /9= 1 + 0,031 + 0,001 + . . . = 1,032, 
P 4 

- = | „ y9= 1+0,014 + 0,00024 + ... = 1,0143, 

I = i „ yff= 1+0,008 + 0,00008 + ... = 1,0081. 

Aus vorstehenden Zahlwerten ist ersichtlich, dafs för starke ErBmmungs- 
yerhältnisse das dritte Glied der Gl. 11 nicht unerheblich gröfsere Spannungen 

2r h 

ergibt ; för weniger starke Krümmungsverhältnisse — bezw. — wird der Fehler 

P P 

allmählich verschwindend klein, namentlich, wenn man beachtet, dafs er im 

Verhältnis zur Gesamtspannung <r noch kleiner ausfallt. Die Rechnung nach 

der Annäherungsgleichung 11 bei Bestimmung der Querschuittsabmessuugen 

führt also zu einer etwas gröfseren Sicherheit. 

Für zusammengesetzte Qaerschnitte oder solche mit weniger 
einfachen Begrenzungslinien gestaltet sich die analytische Ermitte- 
lung der Ziffer k umständlicher. In solchen Fällen bietet das 
nachstehend erläuterte graphische Verfahren erhebliche Vorzüge und 
aufserdem noch den Vorteil ganz allgemeiner Verwendbarkeit. 

Wie bereits erwähnt, ist \ — —--dF eine der Querschnitts- 

-«8 
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-kl"; die einzelnen 
reduziert Fülut 



fläche F verhältniigleiche Fläche ngröfae ff- 

Fltlchenelemente d F erscheinen im Verhältnis 

man diese Reduktion an den Breiten tv der Element« dF" aus and 
läfst ihre Höhen dz ungelndert, so lassen sich alle redazierten df 
zu einer Fläche derart aneinanderreihen, dafa die Höhe dieser Fläche 
gleich der Qoerschnittshöbe ^, 4 (?2 — h ist, wobei allerdings den 
positiven und negativen r -Wetten auch positire und negative 
Flächenwerte entsprechen. 

Die Konstniktion gestaltet sich wie folgt: 

Um die Reduktion — ; — -w eeometriaeh auszuführen, macht 

man in Fig. 28 SO gleich dem KrflmmungshalbmesBflr q des 

Fig. 38. 



N?-...... 



« [ 



'- ( 



JK 




Stabes, CD — z und OF=w. Errichtet man dann in E eine 
Senkrechte gegen OS^ so schneidet die Verbindungsgerade T>0 



auf dieser die reduzierte Breite EF- 



? + f? 



• w ab. Zieht man 



noch durch F eine Parallele zu C, so gewinnt man in G einen 
Punkt der Begrenzungglinie des reduzierten Querschnittea J^^. In 
gleicher Weise für eine hinreichende Anzahl von r -Werten die zu- 
gehörigen Punkte O beätimmt, erhält man die Linie KOSOiJ^ 
welche die reduzierte QuerschnittBÖäche begrenzt Links der Haupt- 
achse II ergeben sich positive, rechts negative Beiträge zu derselben. 
Ist J^^+ die Summe *der ersteren» Fr- die der letzteren, so ist, 

V^^ — dF=Fr + — Fr- = — k.F, d.h. kF^Fr- — Fr+ = F^, 




anstatt des Produktes k-F erscheint der redazlerte Quersclmitt J*,. 

Die Konstruktion läfst sich noch vereinfachen, wenn man 
berücksichtigt, dafs die Punkte Z> auf einer unter 45* gegen OS 
durch den Pankt 8 gezogenen Greraden liegen und dafs 8ie auf dieser 
durch den Schnitt mit der hetreffenden Querschnittslotrechten CD 
festgelegt werden. 

Die Ermittelung der Fiäehengröfse Fr läfst sich mit einer für 
alle Anwendungszwecke hinreichenden Genauigkeit nach den be- 
kaonten Methoden ausführen. 

Bei aus Hechtecken zusammengesetzten Qnerschnitten wechselt 
die Breite sprungweise und ist für die einzelnen Rechtecke konstant, 
wodurch die Konstruktion der reduzierten Fläche Fj. sich wesentlich 
vereinfacht. Für das einfache Bechteck ist die Begrenzungsliiiie 

der reduzierten Fläche eine Hyperbel von der Gleichung y = ; 



z-\-Q 



Fig. 29. 



^1^-^. 



1- — ^Ä ^> 






43° \ i< e 



'M^^m;r>m,^ 
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and bei einem aus Rechtecken zusammengesetzten Qaerechnitte be- 
steht die Begrenznngslinie der reduzierten Flfiche ans Teilen yer^ 
schiedener Hyperbeln. 

In Fig. 29 ist die reduzierte Fläche für einen X-Qaerschnitt 
dargestellt. Dabei sind folgende Verhältnisse gewählt 



Ä. Ä- '*. 4- , 

2"' ^^^8* ^""5^* A2 = -^Ä und g- 



■!'■ 



Es wird dann F=0,2h^, und die Flächenermittelong ergibt 
Fr-== 0,054 A* und i^+ ,. = 0,024 h^ , also 

Fr 



1?;= (0,054 — 0,024) 7*2 = 0,03 ä2 und Jfc = ; 



•0,15. 



Anwendiuffeii. 

Darch foljirende Beispiele möge die Anwendang der abgeleiteten Regeb 
dargetan und insbesondere aach gezeigt werden, wie grors fllr bestimmte 
Krümniangsverbältnisse der Fehler ansfällt, wenn man den Stab wie einen 

geraden ansiebt nnd die f&r diesen geltende Spannungsgleichnng 4r=-^-\ — =- 

zur Anwendang bringt Danach wird sich beurteilen lassen, f&r welche 
KrflmmangBTerhältnisse diese einfachere Gleichung noch hinreichende Annfthe- 
nmg ergibt. 

Beiipiel 1: Ein kreisförmig gebogener, im Querschnitt rechteckiger Stab 
(Fig. 30) sei an seinem einen Ende wagerecht eingespannt und werde in einem 

Fig. 30. 

(a) o,.nIi (^) <h^ (c) 




um 90 " gegfen die Einspannungsebene geneigtem Querschnitte von einer wage- 
rechten Kraft N getroffen. Wie grofs sind die Bandspannnngen im Ein- 
spannungsqnerschnitt ? 
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Nach Gl. 10 erhält man mit M= — p-N, z = ±— und unter Be- 

btnng der Gl. 13 

_N N-p N-p 1 



' JB F'p Fp'k 2^ 

- h 

N 



' ('±^)[i(^)Vi(^r4(A)v...] 

hh^ h^ 

Nach Gl. 11 wird mit J=^=F-^ 

^^N_N^_N^ _J___N Ipy 1 
l F Fp J \^Ip~ F \hl' ^_^^2p' 

~ h ~ h 

Unter Anwendung der Spannungsgleichung für den geraden Stah wird endlich 
N^N'p-e N(,-6'p\ 

TT^j — fV^-v)' 

Die Ausrechnung för verschiedene Werte von -^ ergibt nach 



p _ 

h 


Gleichung I 
l«r2= + 10,2„ 


II 

- 4 ^ 
* F 

+ 12 » 


ni 

- 5 ^ 
+ 7 „ 


P 
h~ 


' Uj= + 15,4„ 


— 9,6 „ 
+ 16,0« 


— 11 r, 

+ 13 „ 


P 
h~ 


_ j^i = -15,l„ 
-^'U,= + 21,2. 


-15,4„ 
+ 21,6 „ 


- 17,0 „ 
+ 19,0„ 


P _ 
h 




- 21,3 „ 

+ 27,4„ 


-23,0„ 
+ 25,0„ 


P 
h~ 


= 10 ('^=-^'''^ - 

U2= + 63,0„ 


-57,0„ 
+ 63,0« 


- 59,0 „ 
+ 61,0 „ 



Nimmt N die entgegengesetzte Bichtung an, so kehren sich auch die 
'^oneichen «r^ und tr^ um, die Absolutwerte der Spannungen bleiben aber dieselben. 
>ie Verteilung der Spannungen <r über den Querschnitt für die beiden Ver- 

»Ütniswerte ?- = 2 und -^ = 4 , wie sie sich nach Gl. 10 ergibt, ist in Fig. 30 a 
ind 30b durch die Linien HSK und H^SiKi ersichtlich gemacht, während 
11« Geraden LMN und L^MiN^ die Verteilung nach der Gleichung 

'=-p-{--Y'Z darstellen. Die Abweichung der gröfsten Spannungen beträgt 

Är| = 4 9Vo und fiir-^ = 10 3,2 »/o. 

Beispiel 2 : Bei B greife eine änfsere Kraft B in solcher Neigung an, 
^ sie den Einspannungsquerschnitt einmal im Abstände 0,1 • p unterhalb 
'Uid ein anderes Mal um ebensoviel oberhalb der wagerechten Querschnitts- 
"»iiptachse schneidet. Die Zerlegung in diesem Punkte in der Bichtung und 
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senkrecht zur Einspannungsebene ergebe eine Normalkraft N und üne hie 
ausser Acht bleibende Querkraft Q. Es ist dann nach Gl 10 und 11 ii 
ersten Falle (Schnitt unterhalb) 

N 0,10 p'N 0,\OpN 1 



I) 



s 



p.F k.p.F 2p 

-- h 



II) <ri = ^ ^0,9 - l>2(£)*-^^\ ; und ffir den geraden Stab 

Für verschiedene KrüromungsTerhältnissc -j' ergeben sich folgende Ban 
Spannungen: ^^^^ Gleichung 1 II III 

/>_! (<^, = + 0,56^, +0,50-^ +0»4-~ 
'* ' U,= + 1,J)4 , 4-2,10 „ +1,6 „ 

p —9 l'^i ■- - o»025 „ — o,or, „ - 0,2 „ 

fc-^' \e,= -\-2M n +2,50 , +2,2 „ 
/' — A |<'i = — 1.22 , -1,23 , — 1,4 „ 
Ä"~ ' U,= + 3,62 „ +3,64 „ -r3,4 , 

Ä~ U,= + 7,20 „ +7,20 , +7,0 „ 
Liegt der Schnittpunkt der Kraft li^ hezvf. N um 0,1 p oberhalb ( 
wagerechten Schwerachse, so folgt 
I) ^^^ , 0,lp-N^ O,\p'N _N,,, , M 



p.F ^k'p-F F 



li \ - h. 



N 0,\ p-N 0,1- p^ 1 _N 

n) ^_^_ + _^_-|-_^— ^ 

ni) «r= ^ (l ± 0,6 -^j . Die Rechnung ergibt : 

Nach Gleichung I II III 

j£_l |''i= + M4-^- +1,5-^- +1,6^ 

^ ' I ^2= + 0,08 „ - 0,1 „ +0,4 , 

^_o 1-^1=4-2,02 „ +2,06 , +2,2 

Ä 'I<r2 = — 0,44 „ —0,50 , —0,2 



P-A U, = + 3,22 „ +3,23 „ +3,4 

Ä-*' U,= _l,62 , -1,64 „ -1,4 

/o_,.Ui= + 6,82 „ +6,82 , +7,0 

/i~^"U2 = — 5,20 « -5,20 „ -5^0 



III a, AUg, Be£khun^An sicüchen duM. Krii^'ten ti, Ntvi 
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Die Abweichung der gröfisteti Spannungea nach Gl. I u. III betrügt f&r 
- = 4, 5,67« und für ^=10, SjG'/o, Tritt der Schnittpunkt von N mit 

©r Querschnittsehene bis anf 0^05 p an die znr 8tabebenö senkrechte Schwer- 
ehae haran, und wird das Biegungamoment dementsprechend kleiner, so sinkt 
lie Abweichung auf ca. 1 '/n herab. 

Hau erkennt also^ dafg, je gröfser das Verhältnis y wird tind je mehr 

dae Moment M gegen die Normalkraft N zurücktritt, mit um so gröfäerar 
AuDäherung der Stab als gerade berechnet werden kann. 

Für die im BrQckenbau in der Form von Bogeoträgern vorkommenden 
gekrümmten Stäbe kann danach meistens tod einer Anwendung der Gl. 10 oder 11 
abgeseheu und die Spumnungs Verteilung noch den Begeln für gerade Stäbe 
beurteilt werden. 



Fig. 3L 



Beiapiel 3; Offen er Lasthaten für eine durch seine KrüroraungsachBe 
gerichtete Last P (Fig. 31). Der innere Krümmungsradius sei r. In dem 
wagerechten Schnitte A SJB durch die KrÖm- 
mnngBUchse haben das Monient M und die 
Noruaalkraft N ihre GröMwei-tfj. Hier ist 
N=F und M=—fiP. Nach Gl, 10 also 
_P Pp F-p _^__P_ ^ 

Der Querschnitt ASB 30II als gleich- 
schenkUges Dreieck ausgebildet und die 
Höhe h desselben zu 2,5 r angenommen 

h 



Ea ist dann p = r -}- - = 0Jd7i 



werden, 

und nach Gl. 17 

Jt = — 1 + 1,46 [?„• 3,5 '1,4— 1]^ 0,115. 
P 2 






Damit wird ff= — 8,7 - 






Ander 



h P 

Innenkante für ^^=" — wird (r3=: + 8,7— =- 



und an der Äufsenkante für b 



= 1" 

ffi = — 4,35^. Ist P— 5000^ die zu- 
lässige Eandspannung 0-3 = 750 »t, so erhält 




man die erfoTderlicbe Querschnittsfläche F=- 



8,7^5000 
750 



=58cma. Jiit ft=12,5ciii 



also ri=5enj wird t ^ ^^ = —^^-r- ^ 9,3 *" - Statt des scharfkantig drei- 
eckigen Queischnittea wird ein© gewisse Rundung der Ecken nnd Seiten aus- 
gef&lirt, wie in Fig. 31 einpiinktiert 

4 
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Nach QL 11 würde mit J= '^^ (Bd. I S. 21 CU. 25) die Spannong 

P P 

an der Innenkante 03 = 8 -^ und für die Aufsenkante «Tj = — 4,55 ^ . 

Nach der Regel für den geraden Stab würde hier völlig abweichend 
«r=^,- j^'Z=^\\—-^-z^ d.i. mit -^ = —3. «ra = 5,38-^ nnd 

2 P 

mit 2 = ^ fc, «r, = — 7,75 -^ . 



b) Formändernng, Dehnung nnd Biegnng. 

Von den elastischen Formänderungen sollen hier nur die mit 
den Normalspannnngen entstehenden, d. h. die Dehnnng und Biegung 
verfolgt werden, unter der Annahme, dafs die angreifenden äufseren 
Kräfte mit der Erfimmnngsebene des Stabes, der „Stabebene** zu- 
sammenfallen und je eine der Schwerpnnktshauptachsen aller Stab- 
querschnitte in dieser Ebene liegt, finden alle Dehnungen und 
Biegungen in der Richtung derselben statt. Die Formänderung 
der Stabmittellinie besteht also lediglich aus einer gegenseitigen 
Yerrückung ihrer Elemente innerhalb der Stabebene, und mit allen 
diesen Yerrückungen ist auch die Formänderung des Stabes selbst 
bekannt. 

Beziehen wir die Stabmittellinie auf ein in ihrer Ebene 
liegendes rechtwinkliges Achsenkreuz xy (Fig. 32), dessen Anfangs- 
punkt etwa in die Linie 

feile, so ergibt sich ^^' ' " 

die Formänderung des 
Stabes, bezw. seiner 
Mittellinie aus der 
Änderung Ax und Ay 
der Koordinaten und 
A(p des Richtungswin- 
kels der einzelnen Ele- 
mente derselben. Zur 
Berechnung dieser Ver- 
rückungen benutzen wir 
die Castigliano'sche 
Gl. I S. 21. Wir verfolgen die Bewegung eines beliebigen Punktes 
der Stabmittellinie mit den Koordinaten x^ und 3/1 von Bi nach jBi' 




Illb. Fifmiänderufig, DehntiUff unä Bkgunf}. 
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ad die Änderung des Bichtungswinkals <pi der Tangente daselbst. 

)enken wir uns zu den tatsächlich wirkenden Kräften in Bi zwei 

räfte jP, und P^ hinzugefügt, welche diesen Punkt in der positiven 

und •?/- Richtung zu verschieben streben, und ebenso im Quer- 

chnitte bei Bi ein Moment iVi, » das die Tangente an die Stab- 

nittellinie in ^j rechts herum zu drehen strebt, so tragea diese 

meehanischen Gröfsen zur Formändernngsarbeit 3L,- bei und 

ztere ist als Funktion jeder von ihnen anzusehen. Nach Gl. I 

21 ergeben sich daraus die Verrückungen J*2?i, äy^ nnd Atp^^so. 



1) 



$%^ 



--am,, 



$^i 



■'^Vi^ 



9% 



■^9i 



aP^ "^'' 5Py "''" &Mi 
Es ist nun zunächst der Wert % aus den überhaupt wirkenden 
räften abzuleiten. 

Auf einen Querschnitt tt mit den Schwerpunktsordinaten j? 

iind y und dem Tangentenwinkel der Stabmittellinie ip wirke im 

anzeo eine Normalkraft N' und ein Moment M'. Dann ergibt 

lieh nach GL 10 S, 38 die im Abstände z von der zur Stabebene 

senkrechten Schwerpunktsachse im Querschnitt tt herrschende 

Spannung zu = - 



+ 



+ 



Einem an dieser Stelle 



F ' i>F ' QhF z+q' 
gedachtem Eörperteilehen dv vom Querschnitt dF und der Länge 

z ~\' o 

ds* (vergl. Fig. 24) entspricht dabei nach GL 4a S. 12 eine Form- 

difo^ _ z + g ds-dF-a^ 



änderuDgsarbeit 



worin ds der Abstand 



21: Q 2F} 

der das Teilchen begrenzenden radial gerichteten Schnittebenen» in 
der Stabmittelliuie gemessen» bezeichnet. Der dui*ch jene Schnitt- 
ebenen begrenzten Körperscheibe kommt daher eloe Arbeitsmenge 



l% = 



i^+^ 



ds-dF-o^ zu» woraus mit obigem Werte von a folgt 



'^-4i 



4 



M' 



M' 



'Z + Q 



F qF QhF - +e/ 



dF. 



— ei 



Die Werte JV' und M' bestehen aus den von den tatsächlich 
wirkenden Kräften herrührenden Teilen N, bezw. M und den von 
_den Hulfskräften P^i ^it nnd Jf, geleisteten Beiträgen, Zu der 

4* 
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Normalkraft iV' leistet P, den Beitrag P, cos 9? = P, ■ -r— und P, 

des Beitrag P,, sin 93 — P^ • -r^ . Zum Moment M ' leistet P, emtn 

Beitrag Px-(yi—y) und P^ einen eolcben — P^^i^i — ^). wllhreDd 
das Moment M^ in Toller örOfse ntir zu M* beiträgt. Damit wild 



dx 



dv 



ds ' dg 



und J/' = Jf -f Jfi + P,Cvi —y) 



— Pj,(^i — .v). Mit diesen Werten erhält man aus Gl. 2 durch 
Integration fQr die StabUnge AB^ 

1 



3) 






dF. 



Durch Bildung der partiellen DifFereatialqnotienten nach den 
yeränderlich gedachten drei Hülfsgröfsen P,» P^ und M^ und» wenn 
man diese gleich Nnll setzt, erhält man 






^at 



SP. 



M 



M 



qF QFk s-i-g) 

* + £» 



M d.v yi—y . (^i— y) ^ 



dFds, 









~«i 



dy oci — a: *i — 



qF 



^Fk 'z-hQl 



z +e 



^/ Q 



dF'dB, 



*-ii=i ( 



F^F QFk z-^g/ 



— ffa 



iZ+^ 



V^P >Pfc- 



dP'dir. 



III f.t, Fm'mündei'ungy iJeknunff und Btegnftif. 5S 

Beachtet man bei der weiteren Entwicklung, dafs J'dF = Ff 
S^dF^Q, \^—dF=^k'F und i^^<fi^ = £>-JfcF, so 
folgt 



4J 



/*»i 



r-*i 



/-Sufi 



Axi ^ 



EF 



\mF(} ' 



N 



MFg 



iyi — y)^s 



+ 






^2/1 = 






M äy 

EF-q' 




\ 'EF^i 



6) zi^Pi = 



JT 






EFg"~ ' ]E'q'-'F' ]EQ^F'k: 

Kann für Stäbe mit achwacher Krümmung mit genügender 
Lnnähemng gesetzt werden Q-F'k = Jf so vereiDfacht sich die 
Anwendung der GL 4—6 dementsprechend. Für den geraden Stab 
mit ^ = 00 ist genau Q^Fh — J und aufaerdem verschwinden die 
Glieder, welche neben den endlichen Werten E und F noch q im 
Nenner haben und die Gleichungen 4—6 nehmen dann folgende 
einfache Formen an 






31 ds 



M = 



EF 


M ds 



JE 




JE 
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Die Gl. 4 a— 6 a erhält man auch direkt, wenn man die 
Spannung ö in der Arbeitsgleichnng 2 S. 51 statt darch Gl. 10 

N' M'z 
S. 38 durch die Gleichung <t= ^^ H — ausdrückt 

T J 

In vielen Fällen der Anwendung, wo es sich um Terhältnismäing 
schwache Stabkrflmmung handelt, insbesondere bei den im Brflckenbaa 
als Bogenträger vorkommenden einfach gekrümmten Stäben, kOnnen 
die Gl. 4 a— 6 a mit völlig genügender Genauigkeit benutzt werden. 

Anwendungen. 

Beispiel 1: Kin kreisförmig gebogener Stab von 90 ** Bogenwiokel 
(Fig. W?) ist an seinem einen Ende lotrecht eingespannt und durch eine zentral 
gerichtete, also lotrechte Kraft 

/'ergriffen. Welche elastische *'^^' ^^• 

Vcrrücknngen Ax^ und Ay^ 
erführt der Schwerpunkt li^ 
des Angriffsiiuerschnittes und 
unter welchem ^Jy»! neigt 
sich der letztere gogen die 
Lotrechte ? 

Mit den aus der Figur 
ersichtlichen Bezeichnungen 
hat man f\)r den Querschnitt 1 1 
.Y: -Z*»inf. 
M~~- i*/' sin jr , 
J"--/'0 — 8ii»-v), 
il .r = -■-/>• oosf'(/jr, 

y =r: I, . cos ^^ , 

dif^-- -- psin^-'d^, 
</*== — /> • (ify. 

Damit orhiilt man nach Gl. 4—6 durch Integration zwischen den Grenzen 
und .r, bezw. \^ und 

r-n 1 -k['\ , , , p.p \-k 




J 7, .- . 



p-.' l -tl 



Fl- t--L"^-^*''^" = 47/;/ 



l'n 1-k 



p r. p 

'^'^''^FFk}^'^"*^ = -FFk- 
Pi'.' lienutzuui: d«?r Ol. 4 a — öa liefert 

•0 



;• i". . . p->\\ , , Po 



Pp» 



2 JE' 
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Das negative Vorzeichen von J fp^ deutet eine Erümmungsverminderang an. 
Ist der Querschnitt ein Eechteck von der Höhe h und der Breite h und 

gilt für das Krümmungsverhältnis -^ = 2, so ist nach Gl. 13 S. 40 Z: = 0,0216, 



F=bh, J 



'' 12 



, und man erhält nach Gl. 4—6 



JXi = - 



45. P . 22,5P.7r . 

41 P 



, ^yi 



Eb 
_ 24,5P.7r 



46 • P 

-, während nach GL 4 a— 6 a 



, A<pi = - 



EF 
48.P 



als Annäherungswerte sich 



Eb ' ^^~ Eb ' '^^ iJJ? 

ergeben. 

Für schwächere Krümmungen, d. h. gröfsere Werte für -^ fallen die Ab- 
weichungen naturgemäfs entsprechend geringer aus. 



IV. Der ringförmig geschlossene Stab unter der 
Wirl(ung von Radiall(räften. 

a) Radiale Einzelkräfte. 

Ein kreisringförmig geschlossener Stab von überall gleichem 
Querschnitt (Fig. 34) befinde sich anter der Wirkang zweier entgegen- 

Fig. 34. 




56 Dritttr AbsehuiU, Elastmtät «, Ftstigl-eit einfach (/rkriimmtrr Stähe. 

gesetzt gleicher, in der Richtmigsliiiie mms Durchmessers angreifender 
Kräfte P im Gleichgewicht. Die Frage, welche Normalkraft uad 
welches Moment in irgend einem Querschnitte tätig sind, läfst sich 
mit Hülfe der atatischen Gleichgewichtsbedingüngen nicht beant- 
worten, denn jedes aus dem vollen Einge etwa herausgeschnitten 
gedachte Ringstück unterliegt im allgemeinen in jedem der beiden 
begrenzenden Querschnitte der Wirkung eines Momentes und einer 
Normalkraft, welche bei Erhaltung seines Gleichgewichtes mitwirken. 
Zur Bestimmung dieser Tier Unbekannten sind nur drei Gleicbungen 
vorhanden, die Aufgabe ist einfach statisch unbestimmt und nur unter 
Berücksichtigung der elastischen Formänderung zu lösen. Die 
Formänderung, welche der Ring erfährt, besteht darin, dafs seine 
Kreisringform in eine länglich ovale Form übergeht, die aber er- 
sichtlich in Bezug auf die Kraftlinie symmetrisch ist. Daraus 
folgt, dafs die Stabquerschnitte in der Richtung der Kraftlinie und 
senkrecht dazu auch nach eingetretener Formänderung noch senk- 
recht zueinander stehen, also ihre gegenseitige Hicbtuti^ 
nicht geändert haben. Denkt man sich nun durch zwei Ebenen 
t^ti und (, ü] in der Richtung der Kraftlinie und senkrecht dazu 
einen Quadranten herausgeschnitten, so unterliegt derselbe im Quer- 

schnitt £, ti einer zentrischen Normaikraft — und einem Moment J/, 

p 

und im Schnitt ^2*2 öiner Tangentialkraft — nebst einem Moment 

M^. Für einen um den 2^q> gegen tit^ geneigten Schnitt erhält 

man daraus eine Normaikraft 



1) N=—m9fp und ein Moment 



2) M^^Qil^mnfp)-^M^. 

Die ßichtungsänderung äfp^ der den Quadranten begrenzenden 
Querschnitte ist nun einerseits gleich Null, mufs anderseits aber auch 
die Gl. 6 S. 53 erfüllen. Daraus folgt mit s = ^-fp und ds — Qdtp 
die Beziehung 

12 






J<Pj = = 



SF 



+ \^ 
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3) 



Die Ausführung der lutegration and Lösung der Gleichung für 
liefert 



2 



?r 1 + /ü^ 



Die Annäherungsgleichung 6 a S. 53 ergibt die Beziehung 






JE ' 



woraus folgt 
3a) 



--¥(-i)- 



Mit diesen Werten für das Moment M^ in t^t^ erhält man für 
Pdnen beliebigen Querschnitt aus Gl. 2 das Moment 



2 \3i 1+k 



coB9?j, oder annähernd 



Für denjenigen Winkel (p, für welchen 



2 1 



^1 



= cos 93, bezw. 



— = cosg3 ist das Biegungsmoment gleich Null; für kleinere Winkel 



negativ, för grßfaere positiv. Für «^ = 90'^ im Querschnitt t^t.2 wird 

Ö) Jf2 = 



K 



,^ , ,, bezw. 5a) jWn = — -. 



Sind so für einen beliebigen Querschnitt nach Gl. 1 die Normal- 
■aft und nach GL 4 das Biegungsmoment bekannt, so kann man 
die Normalspannungeu a in bekannter Weise ermitteln. Die Schuh- 
spannungeu lasseu sich mit für die Anwendung hinreichender Ge- 
nauigkeit nach den Bd. I S, 181 entwickelten Begeln beurteilen. 

Es roögo aoch hier noch für beatiinaite Querschnitts- bezw. Krümmungs- 
TeTÜältnisse die Abweichung- der EechmangBergebnisse nach GL 3—5 und 
Gl. 3 a- 5 a gezeigt werden. 

Der Quorachnitt sei eiti Rechteck vind p^ 1,5. Dann ist oach GL 13 S. 40 

^ rund 0^04 und nach Gl, 3 und 5 

Mi = Q,\d4Fp M.^ = 0,307 P • /) ; nach GL 3 a u. 5 a aber 
Jfi =0,181 Pjo 3l,^0,3inF-p, 
Für ^ — 2 wird fc= 0,0216, und damit nach GL 3 und 5 M,=0,ldP'p 

nd JfeTa = 0,31 P ■ /7 , während GL 3 a uad 5a für alle Verhältoisse ^ die 
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die elastische Äoderuog des Radius x, so ändert sich der Umfang 
des Kiogelemeotes am 2n'Jx nnd man hat 

_ 2;rJa: Ja- 

Da ferner Ja: die elastische Änderung von .r, so ist dJx die 
elastische Änderung der Dicke dx des Bingelementes und man hat 

:i) f'r = ^—r^ . Aus GL 2 u. 3 folgt nun 

il cc 

Weiterhin durch Differentiation der Gl. 5 

i\) ' '/^ = ^^^ . Mit den Werten 

der Ol. 4—6 erhalt man aus Gl. 1 

Ax 

d-J,v ,vdJ.i d.V'A.v _d''A.r w 

^ ■ da^ "^ ■ dx ."r2 ~ ~l^ ■*■ "rf"i~ ^ " 

und durch Integration 

H) ' ' + '' =*•,, oder (/J.r-iir + f/.rJ.r=</(a;-Ja?)=c,fl?-<^ -''• 

Die weitere Integration ergibt 



1 



D) .r-J.r ' I- r-j, also J.?'= \ -f - und -^ — = 17— 



Damit wird nach ^W, 4 u. f) 

u» .', •- K (•;; I ;;:i) und n) «,= £. (^' -^) . 

(1I. 10 u. 11 stellen die Gesetze der Spannungsverteilnng dat^' 
OS bloibon nur noch die Konstanten <\ und co zu bestimmen. Dai^ 
gesohioht am besten mit Hülfe der Gl. 11, in welcher für ar = r * 
«V •/» und filr .1 = /^, Or = /> wird. Man erhalt damit 

'*' - /•'• ( o - ', ; I vmd ^. , - a; . I 'j — ^^ ) , woraus folgt 
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Nach GL 10 u. 11 wird somit 



12) 
13) 






Für x—r und x = B ergeben sich die Kantenspannungen 
^ {E'^^p.~r''^-pi) + RHp.-pi) 

^'1 - Rfzi;^ ' 



14) 






ö^ = 



<?.- = 



ö. = 



R^- — r^ 

(R''P^-r^p^-rHp^.-pi) 



R^-r^ 

Die Gl 14—17 lassen sich, wenn p^ und p^^ und zulässige grflfste 
Anstrengung dea Materials gegeben« auch zur Bestimmung der Quer- 
schnittaabniessungen, bezw. der Binghalbmesaer R oder r benutzen. 

In vorstehender allgemeiner Entwicklung sind die Flächenkräfte 
j)„ Qüd pi positiv angenommen. Ist pa oder pt oder sind beide 
öegafci?, so kehren die Vorzeichen der betreffenden Glieder sich um. 
In den bei weitem zahlreichsten Fällen der Anwendung, in denen 
^ sich um inneren oder äulseren Flüssigkeitsdruck handelt, iat 
sowohl pa als pi negativ. Dieser praktisch wichtige Fall soll hier 
noch weiter behandelt werden. 

Kommt nur innerer Überdruck in Frage, ist also pa = und 
Pi negativ, so nehmen die Gleichungen 12 u. 13 die Form an 



I 



_ r^pi 



"'^Ä^^'i'+S 



.2/ ' 






(-?)■ 



R 



Danach ist o^ stets positiv (Zugspannung), und, weil — £ 1, 



OS 



öf stets negativ (Draekspanuung). Für ^=i2 am äufseren Umfange ist 



lJP) ö, ^ 







2pi 



(?)-> 



und 21) ö*.^^0. 



BeciuiDn^ läfst ertenoea, däls bb ta einem Üb«r47cck tm 
i#«t @. S9 BMh &cfc TdUig mit GL ä7 üb^nÜHtimmeade, fvi höberea Dnd[ 
äMr «ifa' i«4 Siiir lucb unten «bwelcfaende Wandstärke d lielert. GL i5 
GL 37 Im lOOrt «twu gT«b««, dftrtber iimMif AÜmlUidk 
UitMfie W«ft« <^^ wu neh mu dem mit ^ sfeaigciida 
TiB a^^ — Pi und dem mit «ic]tf«i4«m j»j Teihi]tiii«Bi&% ab- 
TM «^ «rkUit B«i böbarer tnlMgir 8|iuaii(. «le 
«der Sixlil fa Pesc« komst, ist ^ flieniBslimffioac 
dM drei Glek^Mf« Mcb w aitafgtka mi. Itar Cmrtud, 
CLtI Ihr A^340i« od Mcfc GL 25 ftr jif=SO0*ft bei do^ ge- 
«I b«v. Awti^ w g— g t «ta« i u» w Mie^ grob» Wmdftäil« 
tli» iii G«&fb raaeclM viid, fad«* «bt SiUSmg ia 4m 
MS ca. IS «»d fl^ $S» «mchtlickeiii mit waehicadir Wndstiite gvnngtr 
^1 d=c» TiUiff wsdiwnfdMdM Aaurtn^ der laeh dtm 

Fciiligiiil dM q^lllwialih. k«». ci» W ldaiNwdrfft jg N t 

lAwM Dnck t» nmci». UsDiit mA fi» Üi^klÜMt ml 

W G«adiitiltain d» <kttl» Mi Mbnr« koiK 

g» rii iinii IB^> bh «IM g». 

Qmd* «Wim »r dk Im«« «M%MCM' ««vdflh. PidMCh «ttalhm 

iMia »dwi ttoi ^awm Ptü i H riilrf i ifi fmüH^ dh ktot^^a digng!« 

Ml n«» «W d« AiiilibM KM mAk^^ ÖM- f*T 

dyi «• «teriMm Bbcir J* tt an- im^mm Vmhm^ die gUd» 






eriiäli 



»> 



^D 



# ili» Mdi 






^•v>. 



» 






Für — = c3o, also — = wird o^. = — 2p„ und Ot^ = ~-p^. 
Der Unterachied zwischen 0,. und o^^ ist also sehr viel geringer 




als bei innerem Überdruck und höchstens — ^ = a . 



Die auftretende stärkste Spannung ist wieder <?,.. 
Bei vorgeschriebener Druckspannung — a,. und gegebenem p^ 
und r erhält man aus Gl. 32 



Die Materialanatrengnng tangential und radial am inneren 
Geföfsumfange ergibt sich nach Gl. 32 u. 36, da ö^, und o„ gleich- 
sinnig und ö^. = 0, VI 



38J 
39) 






und 



In Gl. 38 u. 39 ist ^t ein« Druck- und f^ eine Zuganatrengung. 
Für die Berechnung der Wandstärke ist derjenige beider Werte 
flu berüeksichtigen» welcher für die Zerstörung des Gefärses am 
gefährlichsten ist Bei Stoffen von annähernd gleicher Zug- und 
Bruckfestigkeit ist die gröfsere Dniekanstrengung f^c auch stets die 
gethrlichere; hei solchen von erheblich geringerer Zugfestigkeit, 
'wie Gufseisen, kann auch die Zerstörung durch .%, d, h. durch 
Zerreilsen in der radialen Richtung erfolgen. Aus Ol. 38 u. 30 

«riält man -- ^ --\^- = 2,33. Da bei Gurseisen die Druekfestig- 

feit mindestens 5 mal so grofs ist als die Zugfestigkeit, so mufs 
^^^ Zerstörung bei diesem Material durch Zerreifsen in radialer 
_ Sichtung erfolgen. 

^«<it. Klüatliitttalelue, 11. 5 



Je Qüchdem «t oder ^r för die Berechnang der Wandstärke 
nuf^ebcDd istf erhält man 



m 



41) 



M 



/? = 



=P. 



,.t/ ^^ 



oder 



f #r — O^S/;,' 



Hutdelt es eicli nm eiofaclie lediglich toh RAdtAUu^fteD jt^^ oder pi er- 
gnS'eoe Ringst&be, to rersch windet in deii AnsdrBirkea für die Anstr^ttgimr 
s btsw. S| and «^ di« Sfianiiimg «r^ anj mui erhält kicht f^r den F&U />a = 
i?<(«i + I) + r*(m ^ l) 51?« + 3 r* 



nnd far den Fall i>i = ^ 



m • {,m - f *) 



21P /«« 



*f = <r,. = 



Jt^—r- 



und JJ, = — r3 . 



A'^r- 



IV. 0er vollwandige Orelgetenk-Bogenträger. 

a) AUi^ftiifiiiesi und An^ritT beliifbi^rr Kräfte in der Bngenebeae. 

Nach den Äusführuni^ori auf Seite 6 befindet 8ich ein durch 
iwei feste Stüt/^elenke gehaltener, von beliebigen Kräften iu seiner 
KrÜ}tuuuttg3ob«rie ergriffenen einfach gekrümmter Stab im Zastand« 
einfach statisch unbestimmten Oleichgenichtes. Durch Eiafugnog 
eintts 7iwiüchongplenkes lälst sich dieser Zustand in einen statisch 
bostimmtiMi iimwaiideln (Tergl. S. 7), wodurch das ab ^Dreigelenk- 
BivgtfntrÄger' bezt^iehnete Ikuwerk entsteht Die beiden festen 
StQtigelenku werden »,KänjprergBlenke" und das meist nahe, ader 
in d«iu höchsten Punkte der Bogenmittellinie, dem ^Scheitel** ein- 
gofBfte dritte Gelenk als ^Scheitelgelenk** bmannt 

Die das Gleichgewicht gegenüber den angreifenden Kräften 
(Lasten) herstellende, in d«n Kämpfergelenken A nnd B (Fig. 36a) 
anvrreiteiuit'U beiden Stütikrtfle H^ und UV welche nach Rieh taug and 
GrM^ unbekannt sind, ki>unen stets mit Hülfe der dr«i statischen 
Qleiohg%«wichtsbiHluigutigeR, denen das ganze Bauwerk unterliegt, 
imd der weiteren iiletohg^wichtsbedingung für seine beiden Hälften^ 
»aiulleli der, dal« ein l>rehiiiigsni«ttent in ßesog auf das beide ver- 
bindende ScheitelgeKntk C ttt«ki vorhanden sein darf, bestimmt werdea. 

In folgeodein mOge dk L^Jsung der Frag« des iaiseren 
Ql«idig«wiclii^4 l^r beliebige ia der Begenebfliie liegende Kr^Lfte 
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Pi, P2, P3 USW. zunächst graphisch geschehen, indem man die 
Lasten zu einem Krafteck 12 345... zusammenträgt und zu ihnen 
durch die drei Gelenkpunkte A, C \mA B ein Seileck ADEFGB 

Fig. 36. 



^i-'-'i^' 




--j^^ 



zeichnet. Ist der zu diesem Seileck gehörige Pol (Fig. 36 b), so 
erhält man in den Polstrahlen Ol und 50 die gesuchten Stütz- 
kräfte Wa und Wb\ denn sie bilden mit den Lasten zusammen ein 
geschlossenes Krafteck 0123450 und ihre Mittelkraft (5 1) geht 
wie diejenige der Lasten (1 5) durch denselben Punkt J\ auch ist 
das Moment der an beiden Bogenhälften tätigen Kräfte — VF«, Pj 
und P2 an der linken und P3, P4 und Wt an der rechten — in 

5* 
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Bezog apf daa Scfaeitelgelenk *' gleich Null, denn die darch d«n 
Polstrabl Ö3 bezw. 30 dargestellte Mittelkraft joDer Kräfte föllt 
ihrer Lage nach mit der Seilecksseite £F bezw. FE zusammeL 
geht also durch ('. Die gefundenen Stützkräfte W„ and H'^ halte» 
daher gegenüber den Lasten sowohl den ganzen Bogen als sein« 
beiden Hälften im Gleichgewicht 

Dl(! xeicbneriBche Lögnug kommt nach voTBb&henAsm in der Hanptsaeli^ 
atif dio Ermittelung äet Poles tu dem durch die Gelen kpiiokt« A, B nnd (' 
göheodon Seileck hioius. In Fig. 3S ist der Pol wie folgt bestimmt: Mit 
beliebigem Pol 0, ist das Hiilf*aelleck ttdef/jh geseichaat» dnrch dl© Gelenk- 
pnnkte Ä nnd C\ bezw. H und C Faralleltiu zu 1 3 bezw, 3 5 gelogen, wo* 
dnrcb auf dem Hülfeaeileck die Schnittpunkt* *t, c, c, und h festgelegt 
werden. Die durch Oj and fjarallel sti m: ond ttc^ g^eEOgcnen PoleträhleQ 
0, 6 and 0, 7 bestimmoii arsf den Oeradeo I 'A qad H 5 die Punkte 6 und 7 m\ 
die dorch diese ?,u den VerbindangsgorFideu AC und BC gesogeneo Paralleleti 
6 nnd 7 sind geonietrische Orter dos gesuchten Pole», der damit gefanden 
Ist (vergl. Keck Mech. I X Anfl. 3. 1^9), Die Mitt<?lkräfte iJ, und Ji, der die 
Boganlifilt'ten angreifendeu Tia»ten werdoii im Kmfteck durch die Linien 1 ^ 
und 3 /> anagedtUckt und gehen im Scilock durch die Punkte K uod /. . 

Jeder Querschnitt tt (Fig. 36 a) durch den Bogenträger trennt 
alle sich an ihm das Gleichgewicht haltenden äufseren Kräfte 
(Lasten und Stützkrafte) in zwei Grupjten von entgegengesetzt 
gleichen Mittelkräften. Beispielsweise erscheint in der Figur für 
den Schnitt t#^«i2' als Mittelkraft der Kräfte W^ und P^ 
linksseitig nnd 20= — R' als Mittelkraft der Kräfte Po, P3 . P^ 
und Hfc rechtsaeits vom Schnitt, im Seileck mit der Seit© DE, 
bezw, /'.'/> zusamraenfttllend. In dieser Seileckaseite kommt also 
der Ausgleich der Kräftegruppen beiderseits der Schnittebene it 
im Sinne dm äufseren Gleichgewichts zustande; in ihr stützen sich 
die Trftgertüil« beiderseits des Schnittes gleichsam gegeneinander. 
lind man nennt das so entstandene Seileck, den Linieozug ADEFÖB 
daher auch wohl die „Stützlinie'' des Bogens zu den gegebenen 
Laaton, Bei stetiger Belastung wird das Seileck zur Seillinie, bezw. 
die HtOtzlinie zu einer stetig gekrümmten Linie. 

Der Ausgleich, bozw. die Aufhebung der beiden Kräftegruppen 
beidersoitH einer Scbnittebeno in ihrer statischen Wirkung auf den 
Bogentrflger konrimt zustande durch Vermittelung der in der Schnitt- 
ebene auftretenden Spannungen; die Mittelkraft aller Spannkräfte 
in derselben mufs daher nach Lage, Richtung und Gr&fse gleich 
sein der Mittelkraft K bezw. —M der Kräftegruppen links and 
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l'ecbts vom Schnitt und aich mit diesen an den durch den Schnitt 
getrennten Trägerteilen daa Gleichjifowicht halten (vergl. Bd, I S. 2 
unten). Der Linienzug ABEFfxB verdient daher bezüglich der 
inneren Kräfte auch die Bezeichnung „Spannnngsoiitfcellinie", oder, 
je nachdem es sich nach der Wirkung der äufseren Kräfte vor- 
wiegend oder ausschliefslich um Zug- oder Druckspannungen handelt» 
Zug- oder Druckmittellinie, oder auch einfach ürucklinie, welche 
letztere Bezeichnung namentlich bei den aus einzelnen Steinen her- 
gestellten „Gewölbebogen*' oder «Gewölben**' üblich ist, in denen natur- 
_g'einäfs Zugspannungen in erheblichem Mafse nicht auftreten können. 

Treffender als vorstehende Bezeichnungen und neuerdings mehr 
in Aufnahme gekommen ist die Benennung „Mittelkraftlinie", weil 
die Mittelkraft aller von links oder rechts auf die einzelnen Bogen- 
<lU6rschnitte wirkenden äufseren Kräfte ihrer Lage und Wirkung 
nach mit der vom Schnitt getroffenen Seilecksseite, bezw. mit der 
Tangente an die Seillinie im Schnittpunkte züsamraenfEint. 

Letztgenannte Bezeichnung drückt zugleich auch die Nutz- 
anwendung des Linienzuges bei Ermittelung der in den einzelnen 
Bogenqiierschnitten auftreteoden Spannungen aus. Der Querschnitt 
U, beispielsweise, wird von der Kraft /?' = 02 getroffen, welche 

Fig. 37. 




seine Ebene im Punkte n im Abstände z„ von geiner zur Bogen- 
«bene senkrechten Schwerachse schneidet (vergl. Fig. 37). Die Zer- 
legung der Kraft R in eine Normalkraft N und in eine Tangential- 



^ 
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oder Qaerkrafl Q, im Krafteck (Flg. 36 b) ausgeführt dorcb da^ 
bot 8 rechtwinklige Dreieck 028, ermöglicht die Berechnung der 
Bpannungen unter Anwendung der bekannten Regeln. 

Nach der Gl, 10 S. 38 erhilt man mit M— —N-z^ und Indeis 
»ftti einmal :=+ci and ein anderes Mal z^^^ aetrt, die 
IfandüpHnnungen 



ij 



.« 



worin 






nod 



1 



f\-*i 






f y - *% 
In dun bei weiten meisten F&llen d«r Anwendung ist d«r 
Krfliriinungshttlbmesser i> im Verhältnis rar Qnerschnittshöhe (f, + -,) 
«0 ^\o[\ liurM von einer Anwendung vort^tehender genauer Formeln 
u1»gnMii)ti»n lind die ftlr gerade Stäbe abgeleitete bequeme Gl. 4 bezw.4t> 
Ud. I H. l'l'T tuit Vi^^lli^' hinreichender QMVUgkeit benutzt werden 
knnn. Mun erhftlt damit 

üj 0^ — — 



, -• -~ und 4} öj = — 



dii) den Hand weiten «i 






Sind k^ und Äj diu den Handweiten *, und —r^ entsprechenden 
Kitrnwf^lliin in dt^r lUchtung der in die ^genebene fallenden Haapt* 
M^\m ihn (}\\\mid\[nUm, ist also J/f^^k^Fmd J/ti = hF, m\ 
vi'liftU inttn mit dwi nat »us der Figur 37 ersichtlichen Bezeichnungen 






y/x 



i«_ 



Jh. 



und 



A'./, •• M^^ %U \\m\\\m\\m\^ d. b. als tfomeote der iorseren Kräfte 
In üttlUit tutf ilii» Kt'rntvunkte i, und Jr^ beieiebnet werden (Ter^l 
Uli. T 9. ifiUi). Sind di0 KwrnUntiti dis B^gtetrigers. d. b. für alle 
Quer«^ hiilttiv \\W \\\ \\W IHif «inbüit Ml«ftd«i Kempunkte k^ und h 
lind dl» Mx \HhAwn mUi^e¥Simlt» Mittalkraltiiue bekannt, ^^ 
Vi. ■' . ' " V'> V K^uiwonunil« nach GL 5 1,6 in einfachster 

vu '^ o ■: h\r alle Quers^^tte berecbtieß 



unf" 



üüllBli- . 
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Ist nur die Mittelliitie des Bogens und die Mittelkraftlinie für 
le gegebene Belastung, damit also auch für alle Qaerschnitte die 
jrmalkraft A^ und ihr Abstand *„ von der Bogenuaittellinie bekannt 
d bestimmte Ratidspannungen öj und ö^ vorgeschrieben, so lassen 
ih Gl. 3 u. 4 auch zar Berechnung der Querschnittsabmessungen 
nutzen. 

Aus den darch die Mittelkrafllinie fQr die einzelnen Qaerscboitte 
eichfalls bekannt gewordenen Querkräften können nach den in 
ind I S. 179 u. f. entwickelten liegein die Scherspanntingen, sowie 
tigenfalls aus diesen und den Normalspannungen die Stoft- 
gtrengütigen ermittelt werden. Bei Bogenträgern fallen die Quer- 
Ifte indes meist Verhältnis mäfsig so gering aus, dais ihr Einflufs 
f die Stoffanstrengungen aufser Acht bleiben kann. 

Lotrechte Kräfte iu der Bo^enebenef feste und bewegliche Lasten. 

Mit dem unter a erläuterten Verfahren lassen sieh für beliebige, 
bestimmter Lage ruhende äufsere Kräfte die die einzelnen Bogen- 
.erschnitte angreifenden Momente, Normal- und Querkräfte und 
3 durch sie hervorgerufenen Spannungen, oder wenn diese vor- 
achrieben, die erforderlichen Querschnittsabmessungen ermitteln 
|den zahlreichen Fällen der Anwendung indes, in denen neben 
benden auch bewegliche Lasten vorkommen, ist für letztere zuerst 

^Lage zu ermitteln, in welcher der durch sie erzeugte Beitrag 
dem Moment, der Normal- und Quer kraft in dem m unter- 
chenden Querschnitte je seinen GrÖfstwert annimmt. Dazu kann 
ederum, wie beim geraden Stabe oder Balken, mit Vorteil die 
Bthode der Einflufslinien benutzt werden. (Vergl Bd. I S. 155.) 
!VOr indes zu deren Entwicklung für die einzelnen statischen Werte 
schritten wird, möge folgende allgemeine Betrachtung hier Platz 

■ Ein symmetrischer Dreigelenkbogenträger (Fig. 38) werde in 
Iner Ebene von beliebigen lotrechten Lasten I\, Po» ^.i "sw. 
griffen. Die unter deren Wirkung in den Kämpferpunkten A uüd B 
iftretenden zunächst unbekannten St ützwid erstände W^ und IFö 
ien durch ihre lot- und wagerechten Seitenkräfte A und B und 
Ta und i/t ausgedrückt. Zur Bestimmung dieser vier unbekannten 
fthen die drei statischen Gleichgewichtsbedingungen für Kräfte in 
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einer Ebene nnd aafserdera in Bezog auf /' die MomantengleidiQiig 
J/c=0 zur Verfügung. 

Die Momentengleicbungen in Bezug auf die Eäoapferpunkte 
A und B, durch welche Ha und JET» gerichtet sind, liefern Ar die 

Fig. 38. 




<^y.._. 



■M.5.__t 



lotrechten Stützkräfte A and B die gleichen Werte wie für eine, 
gleichbelasteten geraden Balken auf zwei Stutzen von gleicher Weite 
hinfort als „einfacher Balken" bezeichnet. 

Die Gleichung der wagerechten Kräfte JET« — 176 = liefei 
ferner Ha^St^H, welche Kraft als Horizontalschub bezeichne 
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wird und bei nur lotrechteo Lasten die fär alle Querschnitte gleicli- 
jleibende wagerechte Seitenkraft der dort tatiffen Mittelkraft aus- 
irückt. Die Bedingung Jfc=0 endlieli führt zu der Gleichung 

^ — 2:p ' € — H ■/ = , woraus 




H = 






- = ^. Darin ist ^Pe 

die Summe der Momente aller Lasten und Mc = A-^ — SP- c 

das Moment des „einfachen Balkens", beide in Bezug auf den 
Scheitelquerschnitt durch €. 

Der Horizontalschub H kanu auch als Polweite eines zu den 
Lasten durch die Gelenkpunkte A, und B gezeichneten Seilecks 
g^ewonnen werden. Die dazu erforderliehe Konstruktion für die Be- 
stimmung des Poles 0» wie sie oben unter a Fig. 36 erläutert 
?urde, ist in Fig. .^8 angedeutet. Die einander entsprechenden 
'anJtte sind gleich bezeichnet, c und c^ im Hülfgseileck fallen bei 
ir lotrechten Lasten in c zusammen. Durch den Polstrahl (.\{i 
^allel a h wi££ die Lastensurame 1 5 in die lotrechten Stützki'äfte 
> *=^ A und 9 5 — ^ geteilt Eine durch 9 gezogene Wagerechte, 
Kvv. — wenn A und B nicht in gleicher Höhe liegen — Parallele 

^=4 B ist als Polstrahl zur Seite A B des durch die Punkte A , 

^nd B gezeichneten Seilecks anzusehen und mufs daher durch 

a Pol gehen, ist also geometrischer Ort desselben. Dieser 

fistand kann gleichfalls zur Bestimmung des Poles benutzt werden. 

LS GL 1 folgt nämlich mit M':^h,-^ {Fig. 38,&) H:t(, = ^t/\ 

i"aus lälst sich B leicht konstruieren und der Pol festlegen. 

Würde man nunmehr die Mittelkraftlinie zu den Lasten durch 

<' und Ji zeichnen» so könnte die Bestimmung von M, y und Q 

«inen beliebigen Querschnitt ff wie unter a geschehen. Davon 

indes hier abgesehen, weil zunächst festzustellen ist, welche Lage 
f etwa beweglichen Lasten zu den Gröfstwerten von M, N und Q 
M*t und weil dann unter Uraständea eine andere Ermittelung jener 
ö*~te vorteilhafter sein kann. 
^ Fftr einen beliebigen Schnitt tt im Abstände w von A ist 

^^ttn M' das Moment des „einfachen Balkens" für einen Querschnitt 
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im Abstände x Ton 



H 



3) 



/ 



1 bezeichnet. 
so wird auch 



Da Jfj'— ^m'§ und Dach obigem 



x=ii(i«.-^). 



Zieht man nun von J über S und von B über C je einö" 
Gerade, ferner durch deren Schnittpunkt jV eine Lotrechte, we!chfl_ 
die Verbindungggerade h e in « schneidet und verbindet n mit 
äo stellt die dadurch auf der Lotrechten durch m abgeschnittene" 
Strecke —mi den Klammer wert der Gleichung 3 dar; denn na 

'. und danach 



der Figur ist U:^/ = u^if, also 11 = u^- 



I m — n^ 



yi _ 



J 



^= l fti — I i= — mi ^^ — i 



I 



Somit nach Gl. 3 auch 

4) J/,— — ^-n* Je nachdem di 

Punkt i unterhalb oder oberhalb von m, bezw. aufserhalb oder 
innerhalb dea Seilecliea (idefffh liegt, fällt « und damit J/, negatif 
oder positiv au?. 

Was nun die Beitrflge der einzelnen Lasten in ihrer jeweiligen 
Lage zu dem Moment J/^ anlangt, so ist die Lotrechte durch d«n 
Punkt y ersichtlich eine Belaatungsacbeide, derait, dafs Lasten link 
von \ positive» rechts von .V negative Beiträge mm Moment liefen 

Der Beweis hierftlr ergibt ileh aus folgender Überlegung: 

TiMlt; irgeniiwo auf dem sonst UDbe!la&tet«n jBogcn ruht-iidw Livst müH 

lieb mit don von ihr erieugten StQt*wider«täJiden Wa und \Vt> aus iifictakbttn 

des Gleichgewichtes in tnnena Puntte E (Fig. aäj'sehoeideii. Buht die Last 

aaf dt*r i-iueu, etwa üntsseitigeu p. -^ 

Bügtmhiilftü, so mufs, wegen J/(.>^=0 , 

der Stntxwidurstftnd Wf^ an der 

aiulern, ruchtjjn eiligen, div Richtung 

B C Imbt'u nud JiTJeiiige 11'^ in A 

durch den SehMlttpuitkt E von Wt 

und r gvr)chU''t selü> 

llywpgt »»ich nun dip Last J* 

vftH tinb mich rKlits rtbi-r den 

lioiirn hinweg, su sihwiiigt wülirtnd 

\h\ct HüWcgMug ftuf dor JinksBoitigcn 

BügfuhrtUtp diö Sttltikruft 11'^ vom 

der Richtung A A ' in tlio Richtung Ji C, wogegen \\\ in der Riehtang 

rerh*rrt-. ^'ülUg svjumelrisch ist d«r Vorgang, irenD P über die r echtsseitaige ^ 





ogenhilfte hin wegläuft. Der Schnittpunkt E bewegt dch dabei auf dem 
Linienauge A^CB^^ der daher die Bezeichnaog «KämpferkraftBchnittlinie" oder 
kurz „Xämpferkraftlinie" verdieot, und, weun es sich in TF^ uuil Wi, oach 
der Art der Bel&stung um Druckkraft handelt, auch als KSmpferdrucklinie 
bezeiclinet wird. 

Liegt die lissfc P rechts Tom Schnitt i#, so wirkt sie auf das Bog&nsttick 
linkssei ts desselben nur durch die von ilii in A hervorgerufene K am p ferst litz- 
krafb W^. Diese aber erzeugt aach obigem, je nachdem P links oder rechts 
TOB N liegt, in Bezug auf den Achspuokt S ein rechts- yder linktidrehendea, 
d. h. poBJtiTea oder negatives Moment, und, wenn P dareh A'^ gerichtet ist, 
das Moment Null. 

Bockt die Last P linksseits vom Schnitt tt^ so wirkt auf das BogenstGck 
dort nicht nur die von ihr erzeugte Kämpferkraft IF^, eondera auch P selbst. 
Die Mittelkraft beider aber mufa nach obigem in die Kichtung A^C faUen, 
also in Bezug auf S gleichfalls rechte fpositi?) drehen. 

Soll daher im Schnitt tt das grörste positive Moment (3/„,^) 
entstehen, m darf der Träger nur links von A', soll das gröfate 
negative Moment (.}/„(„) entstehen» so mufg er rechts von N be- 
lastet werden. 

Beseitigt man in Fig. 38 die Lasten rechts von jV, so geht 
das Seileck adefgb über in ad^V, der Pankt n rückt nach n\ 
L l nach V und l nach /'; an Stell© von l-m tritt Tm, li wird durch 
^B'^'t ?ni durch mr = u ersetzt und man erhält 



M^^'{Vm''rV) = ^-mV = ^'u\ 



Dieses Moment stimmt genau überein mit dem durch die Lasten 
links von N (in der Figur I\ und Po) in einem j, einfachen" Balken 
AiNi (Fig. 38) im Schnitte lotrecht unter S erzeugten, und adena 
ist das der Belastung dieses Balkens entsprechende Seileck. In 
ähnlicher Weise würde man das Moment der Lasten rechts von .V 
ernaitteln können. 

Die im Querschnitt ti tätige Normal- und Querkraft erhält 
man darch entsprechende Zerlegung der anf den Querschnitt wirkenden 
Mittelkraft, die im Krafteck durch den Polstrahl 02 dargestellt ist 
Es wird jV=S2 und (2 = 08. Ist <p der Winkel, welchen die 
Schnittebeoe tt mit der Lotrechten, bezw, die Tangeote der Bogen- 
linie in S mit der Wagerechten einschliefst, so ergibt sich aus dem 
Krafteck, wenn man durch und 9 8 10 || 9 11 || tt und durch 
2 i3nd i) 2 8 und \nh±tt zieht und beachtet, dafs ^09 10 
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— 2C2911=^9?, 09 = i/u!id {)2^A—I\ = Q,\ gleich der 
Qmerkraft des ^einfachen Balkens** Ut 

5) X. = Qt ' sin ^ + H- cm tp und 

6) Q^==Q,''COsp— JJ$m<p. 

Ist der Querschnitt des Bogeoträg-ers und seine Kernlinien U- 
kannt oder durch eine Überechlaggrecbnung ermittelt und soll eine 
Ko Dtroll rech nung oder eine endgültige Ermittelung der Querschnitts- 
abmessungen erfolgen, so kann man sich g^mäis Gl. 5 u. S. lU 
der Eernmomente bedienen, deren Gröfstwerte in Bezug auf dt« 
in der Bo^enehene Hegenden Querschnittskernpunkte in völlig gleicher 
Weise ermittelt worden, wie dies oben ffir das Momeot in Bmg 
auf den Achspunkt S geschehen ist. In GL 2 S. 73 tritt dann an 
Stelle von ?y die Ordinate des Kernpunktes, und durch diesen ist 
dann auch vom nächsten Kam pferp unkte (.-l) aus die Gerade m 
ziehen, welche die Oelastungsscbeide X festlegt. Überhaupt kann 
man in gleicher Weise Pör jeden irgendwie mit dem Bogen träger 
verbundenen Punkt den Gröfstwert des Momentes ermitteln. 

Geschieht die Berechnung der Randspannungen mit HOlfe dfts 
Kernmomentes, so ist eine besondere Ermittelung der Normalkraft 
natürlich nicht mehr erforderlich. 



Das VürätelieBd für einen sjrametrischBn BQgentrfig:er erläuterte Verfahrfl» 
zur Be stimm ung lea Momentes» sowie der Normal- and Querkral't für irgend 
«inen Querselmitt l)l«ibt j^rundaätzUch dasselbe, auch wenn der Trä^or im- 
symmetriscU i&t. Die Vorbind uoga gerade der Kämpferpunkte Bchliefst dina 
im allgemeinen einen Winkel ot mit der Wagerechten ein; die StützkrSft« W"« 
und Wi, , wenkD durch dieselben lotrechten Suitonkräfte A und B and j* 
durch eine nun in die geneigte Richtung A B fallende Soitenkraft //, aof 
gedrQckt; die wagerechte Seitenkraft W — //, cosa, der wirkliche Honzont»!- 
schnb berechnet sich nach wie vor nach Gl. I ; die OrdiuatcB j/ imd /' M^ 
von der geneigten AB zn mesaeD-, im Qbrigen bleibt alles ungeündert,. 



Ml 



n 



i'\ Einflufslinien ; (rrc^fstiverte der StiltzkrMfte^ Momente, Kom^' 

und Unerkräfte. 

In folgendem sollen die Einflufslinien für unmittelbare ^^* 
lastung entwickelt werden. Kommt mittelbare Belastung in Fra 
so lassen sich die ihr entäprechenden Einflnfslinien in bekanitl 
Weise (vergl. Bd. 1 S. 158) aus derjenigen für unmittelbare 
lastung ableiten. 



L 
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EiBflufalinie für die lotrechten Stützkräfte A und B 
|| (Fig. 40.4 

Eine von B nach ^1 den Träger überschreitende Last 1 erzeugt, 
ann sie sich in der Entfernung h von B befindet, in A die lotrechte 
fltztraft 

I -T- 

■ Die der GL 1 entsprechende Gerade hd^ welche auf der Stütz- 
&echten durch a die Strecke ad—1 abschneidet, ist also Einflufa- 
,e för J» diejenige für B liegt symmetrisch. 



i 



Einflufslinie für den Horizontalschub B (Fig. 40,&). 
Die Last 1 im Abstände u von B ruft, solange sie sich auf 
r rechten Bogenhälfte befindet, nach GL l S. 73 einen Horizontal- 
hub hervor von der Gröfso 

t„^^ Mc u l 1 u 
Tritt sie auf die linke Bogenhalfte über, so wird 



ö 



H=^^^.~ 



•1 = 



? — «' 



/ 2/ / ' 2/ • 

Jeder der GL 2 und 2 a entspricht eine Gerade als Einäufs- 
lie für die rechte und linke Bogenhälfte. Beide schneiden sich 

it u = ^ in der Seh eitel lotrechten in einer Höbe c c^ = 7^ über 
2 4/ 

r Grundlinie ah und treffen die Äuflagerlotrechten mit n — O 

id M = / iti der Höhe — über ah. Der symmetrische Linienzug 

i^b ist Einflufslinie. Ist der Bogen unsymmetrisch und sind /j 
id ?2 die wagerechten Entfernnngen des Scheitelgelenkes (J von 

und B^ so ergibt sich auf gleiche Weise cci = y-^^ ad^^ 

id ueih als Einflufslinie des Horizontalschubes der wagerecbten 
itenkraffc der in der Richtung A B tatigen geneigten Stützkraft fij . 

I 3. Einflufslinie des Momentes M (Pig- 40»c). 

■ Nach Gl. 2 S. 73 ist für einen Punkt S der Bogenmittellinie 
it den Koordinaten ,v und // das Moment 
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Fig. 40. 
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Die Ordinaten der Einflufslinie für M^ könoen wir danach 
Is Differenz der Einflufsordinaten der Werte Jf^ und ß-?/ ansehen, 
lern MomeDt J/J des „einfachen'* Balkens entspricht nach Bd. I 
, 158 als Einflurslinie ein gebrochener Linienzag adh, dessen 
chenkel bd in seiner Verlängerung auf der StQtKlotrechten durch a 
l—fl? abschneidet, wodurch d und adh bekannt sind. — Für 
en zweiten negativen Teil II v des Momentes erhält man die 
Imflufshnie aras derjenigen für den Horizontalschab (Fig. 40,^), 

idem man deren Ordinaten mit p multipliziert, also ff^* = ^,'?/ 

[lacht, /* mit h und c-2 mit a verbindet; der Linienzug acyb ist 
ann Einflufslinie des Wertes ^v?/. Im Punkte n achneiden sich 
ie Einflufslinien des ersten und zweiten Teiles im Ausdruck für 
% Gl- 3. Linkssei ts von n fiberächiefsen die positiven Ordinaten 
les ersten, rechtsseits die negativen des zweiten Teiles und die 
Jnterschiede beider, lioks von n positiv, rechts davon negativ, sind 
lie wirklichen Einflufsordinaten von J/^,. Um sie von einer Grund- 
inie aus darzustellen, verwandeln wir die Dreiecke adn und nc^h 
Fig. 40, c) in a'd'n und 1102 h' (Fig. 40, f^), indem wir öT^a/^a? 
flachen, n auf a'h' lotrecht unter it bestimmen, von /' über n' 
ie Gerade i'c^' ziehen und c^' mit l/' sowie a' mit d' verbinden. 

Wie unter b nachgewiesen, ist eine Lotrechte durch N Be- 
stnngascheide des Momentes für tt-, die gleiche Bedeutung hat 
er 31 bezw. n; beide müssen also mit JV in derselben Lotrechten 
g^en. Die Einflufslinie a'd'n'c^h' läfst sich daher auch direkt 
<ier Form der Fig. 40, rf zeichnen, da mit a*i'^=x die Lage von 
tird durch die Lotrechte durch N auch n' bekannt ist. 

In völlig gleicher Weise wie hier für den Ächspunkt S kann 
* Einflufslinie für das Moment in Bezug auf die in der Bogen- 
STie liegenden Kernpunkte der Querschnitte, also für die Kern- 
►ixiente, oder fßr das Moment in Bezug auf irgend einen mit 
Cö. Bogen verbundenen Punkt gezeichnet werden. Die zur Be- 
^XiiBang des Punktes iY in Fig. 40, *= von A aus durch S gezogene 
srade ist dann durch den betr. Momentenpunkt zu ziehen. 
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4. Einflufslinie der Qiierkraft Q (Fig. 40,/). 

Nach Gl G S. 7ö ist 

<'^j " <'^' C03 93 — H sin 93 , 
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worin QJ die Querkraft des „einfacben*" Balkens ist. Wir woUeo 
die Einflufsordinaten töh Q^ wieder als Unterschied derjenigen von 
Qj'cos^J und i/sin<3P ermitteln. MnUipliziert man die Ordinatea 
der Einrtülalinie, wie sie sich nach Bd. \ S. 160 Fig. lL>H för ^ 
ergeben mit co8<^, so erhält m&n diejenigen für ^^^''cos^. Macht 
man daher in Fig. 40,/ tiA = co3fl&- 1, verbindet A mit />, zieht 
durch a eine Parallele «« zu Aft und im Abstände x von ^ eine 
Lotrechte« welche hb in ti und ai in e schueidet, so ist afdb 
die Einflufslinie von (,/,-co9^. — Diejenige von //sin^ erhalt 
man nieder aus der Einflufslinie von // Fi^. 40, ^, indem mao 
deren Ordinalen mit sin vß multiplijiert. Macht man daher in 

Fig. 40./ ferner ag^ ^--.s\n(p^ verbindet tj mit h und den dadarch 

bekannten Schnittpunkt c mit «, so ist itch Einflufslinie von Hm(p. 

Im Punkte n, schneiden sich die dem positiven ersten Teilfr 
des Ausdruckes ffir <^, entsprechende Linie a villi mit der dem 
negativen zweiten Teile zukommenden oi^b. Linksseits von n^ bis 
iU Qberschiergen die positiven Ordinate» der ersteren, rechtaseite 
von Uy bis h die der letzteren. Zwischen a und d»' addieren sieb 
die negativen Ordinaten beider. Die Einflufsordinaten wechseln also 
sowohl in de als in der Lotrechten durch «, ihr Vorzeichen, beide 
Lotrechten sind daher Belastungäscheiden. Die Belaatungsscheide 
durch ;V, verschwindet indes, sobald dieser Punkt durch den Scheitele 
auf dessen rechte Seite tritt. Es fällt dann /*i auf die Gerade hc. 

Die Belastungsscheide durch n^ gewinnt man auch, wenn mao 
vom Kämpferpunkt ^l Fig. 40,<? aus ,I,V,Xa zieht. Eine Last 
in Ny nift dann in A einen Kampferdruck in der Richtung Ah\* 
also X zu fi hervor, erzengt somit in tt selbst nur eine NormaK 
aber keine Querkraft; der Einflufs ist hier Null» links von ^\ 
positiv und rechte migativ. 

Die in Fig. 4(»,/ gewonnene Kioflafslinie atduihca läfst sidi 
leicht auch in die Form a* «' ^ n{ e* b' a Rg. 40,#/ umwandeliij worin 
// durch f//( =cos<y.' und m/ auf der Geraden ah' durch das I^ 
durch A'i bekannt ist. Da nach obigem y\ und n^ in einer Lot" 
reohten, der Belastnngsscheide liegen, so kann man die Einflaii^' 
Hnie in der Form Fig, 40, <; auch direkt, d, h. ohne Fig. 40y eo*' 
wickeln. In Fig. 40,rj links ist noch die geometrische KonstrnktiO^i 
von *f'A'~üOS9? angedeutet. 
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5. Einflufalinie der Normalkraft A' (Fig. 40, /t). 

Diese wird aus Gl. 5 S. 76 in gleicher Weise wie die der 
iuerkraft aus Gl. 6 S. 76 gewonnen* Die Konstruktion ist aua 
fig, 40, A ohne weiteres eraichUich. Es ist 
>) y^ = H'CöSfp -{- i^J ■ sin 9 . 

Dem ersten Teile rechtsseits der Gl. 5 entapricht die Einfluis- 
Snie acb, worin c durch den Schnitt der Geraden hi mit der 

'Lotrechten durch ü so festgelegt ist, dafs ai = _— -eoa^ wird. 

^Die Einflufslinie des zweiten Teiles QJ-simp wollen wir znnäebst 
der Geraden ace als Grundlinie entwickeln, indem wir 
iA;=sin^ machen, k mit e verbinden, durch a zu ke die 
Parallele al und im Abstände'.?; von A die Lotrechte gh ziehen; 
ih^e ist dann die Einflufslinie des Wertes QJ-sintp, Die Ein- 
lufsfläche dieser Gröfse besteht aus dem positiven Teil gme und 
lern negativen amh. Ersterer addiert sich zu der dem Teil 
'Cosrp entsprechenden positiven Fläche acb und letztere kommt 
i derselben in Abzug. Bringt man noch das Dreieck cde in 
die Form und Lage cdb, so entsteht der Linienzug ahgdb als 
Einflufslinie für iV^. Die Einflufsordinaten sind durchweg positiv. 
Für (p—O d. h, im Scheitelquerschnitt wird X,,^H. 



Die geometrische Konstruktion der Strecken a't = C(isqf 
und afc = 3in^ ist in der Fig. 40,a links angedentet 



2/ 



(irüfstwerte der Stutzkräfte, Momente, Ijormal- und Querkräfte. 
Nachdem die Einflufällnien aller in Frage kommenden statischen 
Gföföen entwickelt sind» kann man diese selbst, bezw. ihre Gröfst- 
I leerte in bekannter Weise ermitteln (vergl. Bd. I S, löö ff.}. Um 
diese Ermittelung in den häufiger vorkommenden Belastunggfällen 
zu erleichtern, möge hier noch folgendes Platz finden; 

i^ß. Stützkräfte A, B und H für teilweise Belastung mit 

jleichmälfsig verteilter Last p für die Längeneinheit. 
Etctt die Belastung von rechts auf den Träger und ist sie 
[Hs zu einer Entfernung u von B vorgeschritten, so ist die dieser 
, Laststellnng entsprechende Einflufofläche heg Fig. 40, (i für die 

Utätzkrait A, F.= *^ und 
U 
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erxeiigt^ in umgekefaTter Reihenfolge so anf, dafs die erste Last 
Pi über B zu stehen kommt und die anderen sich ntcb links in 
den durch ihre Gruppierung bestimmten Entfernungen aoreihea und 
zeichnet in dieser SteHung mit der Fol weite l ein Seileek zu ihnen, 
80 ist ihr Gesamtmoment in Bezug auf einen Punkt D der 
Biebtungslinie der Kraft P| in ibrer ursprünglichen Stelhng 
(Fig. 41, c) £P' h^de-l und somit auch 

d. i. gleich der Ordinate des Seilecks unter Pj, Bewegt sieb die 
Lastengrnppe nun von B nach ^l , so schreitet dw Punkt d aof 
dem Seileek fort, und in jeder Stellung ist A='äe. Die so ge- 
fundeae .1 -Linie wird in symmetrischer Lage zur ^-Linie. 3:^ 
läfet sich auch fflr beliebige „einfache" Balken zur bequemen Be- 
stimmung des StQtzdmckes einer beweglichen Gruppe von f gegen- 
einander unverschiebbaren) Binzellasten» etwa der Raddracke eines 
Eraenbahnzuges, verwenden. 

Die ^-Werte ergaben skb wia folgt aU8 der ^l 'Linie: 

Nach Gl. 1 S. 73 ist //= y, worin 

ist» und c bezw. e^ e^ usw. die Abstände der links vom Scheitel- 
gelenk (Fig. 41, fc) befindlichen Lasten von diesem bedeuten. 

iPc erhält man wieder durch ein Seileck zu den La«t«n, 
jetzt in solcher Stellung gezeichnet, dafs P, über den Scheitel zu 
stehen kommt und die übrigen Lasten in der gegebenen Gruppierung 
nach links sich anreihen. Als Folweite empfiehlt sich jetxt Ü^ 
Pfeilhßhe / des Bogens (vergl Fig. 41,(/). Man erhält danft 
2P-c = g3'/ und 

„ Mc' AI EP-c AI — 



H= 



■■2f-9e^ 



ck zieht, 
10) 
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Da de = A^ m erhilt man den ersten Teil des Ausdrue^^ 
an ah'^f macht und durch d eine Parallele ^ 
Strecke ek^i(^ und 



för Mt indem 



11^ ie — ffß= ^ ff •*} 



♦) Vergl Müller -Breslau, ßriph. Statik der Buukonstr. I 3. Aufl. S. 
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^H 8. Gröfstwerte des Momentes. 

^^ Da nach Fig. 40, t/ Bereiche positiven und negativen Einflusses 
1 Torhanden sind, bat man zunächst nach Mafsgabe der aUgemeiDen 
Darlegungen Bd. I S. 157 die bewegliche Belastung in diejenige 
Stellung 7M bringen, in welcher der zu ermittelnde positive oder 
negative GrSfatwert entsteht, wobei, wenn es sich um Einzellasten 
verschiedener Gröfae handelt, die gröfsten Lasten in die Lotrechten 
der grßfsften Einflufsordinaten zu bringen sind. 

Für Einzellaaten kann dann die Ermittelang der Gröfstwerte 
-M„„ oder 3i„in mit Hfllfe der in den Lastloten gemessenen Ein- 
flufsordinaten geschehen, ao dafa man erhält M^^= l'P-f] oder 

^^ Ist die ZbM der Einzel tasten indes eine Verhältnis mäfsig grofse, 
so kann es auch Torteilhaft sein» M„^ und Jf«^„ mit Hülfe eines 
Seileckes in der unter b S. 7.3 u. f. erläuterten Weise zu bestimmen, 
nachdem die entsprechenden LaststelUingen auf Grund der Etnflufs- 
linie herbeigeführt sind. Dabei kann man zur Vermeidung umständ- 
licher Zeichnenarbeit das einmal gezeichnete Seileck trotz der 
erforderlich werdenden Lastverschiebungen gleichzeitig zur Bestim- 
mung von M„iax und M^in und auch für mehrere Querschnitte be- 
nutzen. Man braucht dann nur die Lotrechten durch die Gelenk- 
punkte des Bogens und durch die jedesmal leicht zu bestimmende 
Belastungaseheide N in die erforderliche Stellung zu den Lasten, 
beiw, zu dem einmal gezeichneten Seileck zu bringen.*] 

Für gleichraäfdg verteilte Belastung geschieht die Berechnung 
von M^^ und M^{,, vielfach zweckmäfiig aus der Einflufsfläche. 
Sind Fj,. und F-^ die positiven und negativeu Anteile der Einflufs- 
fllche für da5 Moment in einem bestimmten Trägerquerschnitt, so 
€rhaJt man mit einer beweglichen Last p für die Längeneinheit 

f[ir eine gleichzeitig den ganzen Träger bedeckende Last ff fQr die 
Längeneinheit (Eigengewicht) aber Mg = {Fj.—F-)ff. Bei gleich- 
zeitigem Wirken von /^ über den ganzen Träger und p im Bereiche 
•Jes positiven oder negativen Einflusses 
^0 3/™„. = {p -^ff) F^ —g F-=q -Fl - /; ■ F^ und 

^ M^i^ = ff'F^ — C*7 i^p) F-=ff F-, —q-F^, worin 5 -=j? +,<? . 

-^ *} Weiteres hierüber vergl. Möller -Breslau, „Graphische Statik der 
Baukonstniktionea'' I. 3. Auflage S. 105. 
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Aas Fig. 40t d erhält man mit den dort angegebenen Bezeiefa- 
nangen 

13) j-^=,.'.^p:_J'^_^ „„d 

14) ?- = -2 : •l-f--j=2(2i-2'+V- 

Verlangt man, dafs bei voller gleichmäfsiger Belastung d« 
ganzen Trägers das Moment in allen Querschnitten gleich Null sei, 
80 mufs für alle Schnitte, bezw. alle Werte von x auch die positiTe 
Einflufsfläche gleich der negativen, oder die Summe beider gleieh 
Null sein. Das erfordert eine bestimmte Form der Bogenmittellioier 
fQr die dann auch J/«^, und J/^u absolut genommen einander gleidi 
sind und gleichzeitig beide so klein wie möglich auafallen. 

Die Gleichsetzung der Werte F.i. und F- ergibt nach Gl. 13 a. 14 

V7> ' Yi> Z— • 

Nach Fig. 40, g ist ferner - — == " und ^—t~ = ~n~* woraus folgt 

2/7.r 

Aus Gl. 15 u. 1(3 erhält man die Gleichung der Mittellinie für 
die obige Bedingung erfQllende Bogenform 

4 f.v 

17) .V=-;2"(^""'0» ^' i« «Iw Gleichung einer 

Parabel. (Vergl. Keck, Mechanik I, 3. Aufl. S. 207 Gl. 5.) 

Damit also ein Dreigelenkbogenträger bei voller 
gleichmäfsiger Belastung Biegung nicht erfahre und 
diese im Falle ungOnstigster Belastung so klein wie 
möglich ausfalle, mufs seine Mittellinie Parabelform 
erhalten. 

Für einen so gestalteten Bogenträger ist nach Gl. 13 u. 15 
^+=^- 3Z-2^ --2, also 

18) J/p„«, - -^p«,„ - P -2 3;_2.r • 
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In Gleichung 18 erscheinen die durch bestimmte Laatstellungen 

einem Querschnitte herbeigeführten Maximal- und Minimälmomente 

Fabaolut genommen einander gleich und beide als Funktion von der 

fXage des Quorgehnittes, bezw. seiner Seh werpunktsabsci^se x. Beide 

nehmen also auch für eine bestimmte Abacisse x ihren absoluten 

Gröfstwert an, der zufolge — r'^^ ^ f ftr jj = 0.234 1 eintritt und 
sich hiermit nach Gl- 18 berechnet zu 

^H Die Entfernung z ron ^, biä zu welcher die Laat j? von liuki 
^Hbder rechts vorgerückt sein mnfs, damit im Abstände a: = 0,334 1 
1 von A das in GL 10 berechnete Gröfstmoment entsteht, ist nach Gl. 15 
20) ,^ =0,395 l ^ rund 0,4 /. 

Ist der Bogenträger, wie zuweilen bei kleinen Spannweiten, von 
überall gleichem Querschnittr so ist die Kenntnis eines andern als 
des in GL 19 berechneten absolut gröfsteo Momentes für die Be- 
rechnung der gröötenBiegungeapannungen, bezw. bei vorgeschriebenen 
Spannungen zur Bestimmung der Querschnittsabm essungen nicht 
erforderlich. Bei gröfseren Bauwerken mit veränderlichem Bogen- 
querachnitt ist Mp^^ für eine Anzahl von Querschnitten zu ermitteln. 
Dies kann vermittelst der Gl. 18 erfolgen, unter Umstanden aber 
auch Torteilhaft mit Hülfe des unter b S. 73 erläuterten zeichnerischen 
Verfahrens durch Benutzung einer der Belastung entsprechenden 
Seilliuie geschehen. Als solche kann nämlich, wenn die Bogen* 
mittellinie eine Parabel ist, diese selbst benutzt werden, so dafa die 
Zeichnung einer besonderen Seillinie überhaupt nicht erforderlich 
wird. Die der parabolischen Bogen mittellinie als Seillinie zu der 
Terteilten Belastung p entsprechende Pol weite ist, wie oben S. 73 

nach gewiesen, der Horizontalschub dieser Belastung 11= ^— . 

Soll nun beispielsweise in Bezug auf den Pnnkt m der Mittel- 
linie Mp^^ ermittelt werden, so zieht man (Fig. 42 links) von ^4 
darch m eine Gerade bis zum Schnittpunkt N mit der Riehtungs- 
Itnie J&C bestimmt den Punkt n der Mittellinie lotrecht unter S 
und /' lotrecht unter m auf der Geraden An. Man erhält dann 
mit mV = a und 






u'=—Mp.. (VergL Fig. 38 u. 42.) 
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Der Punkt i Fig. Ss fillt in Fifr. 42 mit m zosammen, daher 
jnf'»0 und f&r volle Belastung Jl=IJ-O^0 fwegen der panbo- 
Hschen Bogenform . 

Fijr. 42. 



V 







In gleicher Wei<o lassen «ich auch, wenn der Bogeoquerscfanitt — 
etwa durch vorhluli^e Fnnittelung — und die Eemlinien schon 
bekannt geworden sind, die £rr::Vten Kemmoroente f&r eine endgültige 
Berechnung besitimmer. 

Man zieht jetit < Fig. 4'J recht«' Ton /» aus durch den betreifenden 
Kernpunkt, etwa k.^ . eine Gerade bi$ lum Schnitt J\1 mit der Bidi' 
tungslinie AC bestimmt auf der Bogenmittellinie ir lotrecht unter ^V^ 
und p.i lotrecht unter .(*■ . femer auf der Geraden Biti den Punkt i' 
lotrecht unter ;•. . Der Punkt ■ Fig. ;>S fSllt nun ni^t ffltt 
i*i. sondern mit k- rusammen. Mit t fn « , ,ni' — u\ i-, t'=«" 
und h -^t =f< erhält man für die aus der Figur ersichtliche Bc 
lastung und y^;^— ,, /'= . — .* 
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/- 



S I 



y 






^h^.^t^^„.'^f,-^ r 



. .-.Om' — Oti") -*" 
Nr* • ' 



h, E!nfJnß\ 




w 



Um J/ji,„y„ zu erhalten, denken wir uns den ganzen Träger mit q 
ad aufgerdem rechts ?on Ni mit —q und mit tr l>e] astet, wodurch 
in der Figur für M^^^.^ angedeutete Laatatellung entsteht Es 
ergibt sich dann 

2^) -^^ti„,«=g^C-'^-"— 'r'^' + f'*^0 = 3y=C?•"''-?*"")■ 
In völlig gleicher Weise würde man für den Kernponkt Ä-^ 
oder für irgend einen mit denn Bogen fest verbundenen Drehpunkt 
das Maximal- oder Minimalmoment bestimmen können. 

In vorstehendem wurde unmittelbare Belastung vorausgesetzt; 
das Verfahren bleibt indes aucli für mittelbare Belastung ungeändert, 
wenn man die Momentenbestimmungen in den Querschnitten vor- 
nimmt, in denen die Last (durch Querträger) in den Bogenträger 
übergeht. Andernfalls hat eine entsprechende Änderung einzutreten, 
die hier nicht weiter verfolgt werden soll. 

Es soll hier noch die Frage beantwortet werden, in welchen 
Stellungen und in welchen Querschnitten eine über den Träger sich 
bewegende Einzelkraft P die absolut gröfsten Momente erzeugt 

Die absolut genommen gröfsten Einflufsordinaten befinden sich 
im Scheitellot und in der Lotrechten durch den betreffenden Quer- 

Schnittsschwerpunkt. Nach Fig. 40, ff ist mit z — ö ' fZ^ — erstere 



rfl \ <a? ^'^ j , w ^/ % Ar-3^^3 
-(^--5J=^-y ^^^ letztere rj,,^-(r^a^^ ^ 



j/c hat für einen Querschnitt im Abstände .^^=0,25/ von A ihren 
Grßfstwert ^je^^^ = 0,0625 / und ?/^ nimmt für .v = 0,21 1 ihren 
Gröfstwert rj^^^^^^ = 0^owl an. Die Last P erzeugt also, im Scheitel 
liegend, im Abstände .r = 0,25 ? von den Kämpferpunkten da& über- 
banpt gröfste negative Moment — 0,0625 P-^ und, wenn sie sich 
im Abstände ^ = 0,21/ von den Kärapferpunkten befindet, hier dag 
überhaupt gröfste positive Moment 0,096 P- / . 

9. Gröfstwerte der Querkraft, 
Auch die Einfluftlinie der Querkraft läfst nach Fig. 40,/ nnd 
^*\r/ Bereiche positiven und negativen Einflusses erkennen, und zwar 
^TOJ oder drei, je nachdem Ni rechts oder links von C liegt. 

Nachdem unter Berücksichtigung derselben die bewegliehen 
Iseten in die den Grö Istwert der Querkraft fftr den betr. Quer- 
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schnitt herbeifllhrende Stellaog gebracht sind, kann man die Werte 
Q.^ und ümi:i für Einzellasten wieder mit HfUfe der Einflols- 
ordinaten in den Lastloten in der Form t'^=J^-P'i] bestimmeo. 
Fär gleichmarsig Terteilte Belastung p bezir. ff erhlUt man, 
wenn F. . den Inhalt der positiven. F- den der negativen Einflnls- 
fläche bezeichnet, 

25) Q^ .. = /' I /» -:i) — F-g und 

26) Umin=^F :i — F-'<p-\-g). 

Bei den aus der Figur ersichtlichen Bezeichnungen ist 

2*» t —cosy- \y^ -- und 

- -i 

Aus der Bedingung, dais für jeden Schnitt tt F..=F^ alM F^—F-=0, 
somit die Querkratt für volle Belastung *i|=»^7(^'.— J'_)=0 sei, 
ergibt sich die Mittellinie des Trügers wieder als Parabel. Die 
Gleichsetznng obiger Werte für F-. und /'_ führt in 

2i>) .-i™:;,- ,- . Da die Tangente an die 

Bogenmittellinie in S parallel .1 .\\ ist, erhält man femer ans der 

Figur = * und ' = • , woraus folgt 



- = J-:J-1/-:.)]. 



;'.o> 



./. ' 
Aus Gl. 21» und ;ii» orhült man V =1^ '' — ->*•), d. i. 

M) v= ,/v'— ' • <Ji« Gleichung der Parab«!- 

Für einen Hogentr^^ger mit parabolischer Mittel- 
linie ist demnach bei voller ^rleiohmäfsig verteiltet 
Belastung auch die Querkraft in jedem Querschn^^^ 
gleich Null und ihr positiver und negativer Gröf^*' 
wert sind absolut genommen einander gleich. Annfthe^^ 
tritft dieser Satz auch ttkr fiache Kreisbogen zu. Es ist daher ^^ 
dem Vorhandensein beweglicher Last für beide nur nOtig, einen ^^ 
Werte i^«*, und f^>«j^ tu ermittelr. 




geschehen, wobei zu beachten ist, dafs* wenn es sich um den 
positiren Gröfstwert Q^^x für einen Qaerschnitt handelt, zwischen 
diesena und dem nächsten Kampferpunkte bewegliche Belastung 
p nicht vorhanden sein darf, dafs also QJ—A, gleich dem der 
Belastnng entsprechenden lotrechten Stötzdruck ist. Man kann 

^daber Q^' und JI der Ä- und /f- Linie (Fig. 41, tt) entnehmen, 
ragt man beide, wie in Fig. 43 gesehehen« in ihren Richtungen 

~Ton a ausgehend an die Schnittlinie tt und projiziert sie gegen 
dieselbe, so erhält man Q^'- cos fp = a f>i und iTain ^ = ijq , . also 

In völlig gleicher Weise kann die Ermittelang der Gröfstwerte 
ier Qoerkraft für Einzellasten geschehen, indem man jetzt ^'-=,t 
nd U der Fig. 41,ü entnimmt. 

Unter Umständen kann es indes auch vorteilhaft sein, 
, ——Q^^i„ nach Gl. 62 aus den Koordinaten des Querschnitts- 
iwerpunktes durch Rechnung zu gewinnen. Zu diesem Zwecke 
sind zunächst die Werte cos<p und sin<p auf x zurückzufahren. 
Ist die Bogenmittellinie eine Parabel von der Gleichung 

y=^~-{l — j))^ so ist für den Neigungswinkel (p der Schnittlinie 

it gegen die Lotrechte, oder der Tangente im Schnitt an die Mittel- 
linie gegen die Wage rechte 

woraus man mit Hülfe bekannter goniometrischer Beziehungen erhält 

iBi) cos 9? = — .- ■■- z=z und 



te) 



smtp-^ 



Da y und 






.p 



meist runde Zahlen sind, bezw. j als solche 



fBWäblt werden kann, gestaltet sich die Rechnung verhältnismäfsig 



• 
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Bei der Berechnung von M*^„ i^od Q*^|„ für die eiiKelnao 
Schnitte tt ist zu unterscheiden, ob X^ h^zw. »^ links oder recbfe 

vom Seheitel C fällt bezw. ^iJ-^f oder gemaft GL 2ft ^'S*t ist 

Wie oben bereits erwähnt, bat die ' Lotrechte durch iV, nar im 
ersten Falle die Bedeutang einer Delastangsscheide, In diesem 
Falle berechnet man Qf„^= — Qit^i„ zweekmäfsig aas der positiven 
Einflufsfläche kif'n^' (vergl, Fig. 40, .17) und erhält unter Berück- 
siehtigung der Gl. 27» 20 und M 



36) «»„„=-' 






-<!)']• 



Verschwindet mit ^i>q bezw. ►'»'^-j die Belaatungsscheife" 

durch iVi , so erhält man am einfachsten aus der dann allein au^ 
dem Dreieck a^ek (Fig. 41, ^J bestehenden negativen Einllufsfläcbe 
unter Beachtung der Gl. 28, 29 und 34 



2 ' 



M-f)\'-'1S 



Auf der Grenze der Geltungsbereiche der Gl 36 und 57 fÖT 
a^~j d. i. -i = ^ ergeben beide den gleichen Wert 
_ _ pl 



m 



Mff 



10. Gröfstwerte der Normalkraft 

"Wie die Binflufslinie der Normalkraft Fig. 40, A erkennen läfs' 
tritt för einen beliebigen Schnitt ff der Gröfatwert der Normalkra^ 
bei voller Belastung des Trägers ein. Ein Maximum im analytische ^ 
Sinne ist also ffir die Normalkraft nicht vorbanden. H 

För Einzellasten kann man N^ nach Herbeiführung der ent^^ 
sprechenden Stellung der Lasten wieder in der Form N^^l'-Pr^ 
bestimmen. 




w, Bffif/denlhaffrVf EififhfßlhitfH thr StüUhröfie, Mome 



Benukt man GL ö S. Hi, so kann man an Stelle der Eechoung 
'wieder eine einfache geometriselie Konstruktion treten lassen, indem 

man die in bekannter Weise 
I ermittelten Werte QJ und H 
[in ihren Riehtungen von a 
[ausgehend an die Schnittlinie 

1 1 (Fig. 43) an trägt und gegen 
[die Normale nn projiziert, 
[Han erhält dann N^ = QJ sin (p 

+ ^eos 93 — « ^»2 + ^3(^2= a^' 
Für gleich mäfsig verteilte 

volle Belastung igt für alle 

.Schnitte S= |-r nnd QJ = q\^- — .r;l, also nach Gl. 5 S. 76 sowie 
Gl. 34 u. 35 S. "91 




38) 



- -y— 



^^K 



'-m{'-4' 



Ea möge hier noch N^ für den Fall abgeleitet werden, dafä 
eine bewegliche Belastung p den Träger vom reehtgseitigen Kämpfer- 
Punkte B bis zu einem Abstände ,- Tom linksseitigen bedeckt Es 
^t iiann nach GL 6 u. 7a, indem man u mit l—z und l—u' mit z 



i^ertausßht, ^'=-^..= 



Bereitung der Gl 34 und 35 



r'+(¥)'('-T) 



Änweudangeii. 

j KüKpiel 1: Ein ans Blech and Winkeleisen genieteter paratoliecher 

^'*^geUiikbogenträger von 24 » Spaonweite und 4 m Pfeilholie wird von der 

^^ Pig 44 ersielitlichen Grappe beweglicher Einzellasten (RÄddracke einer 

**^^otive nebst Tender) getroffen. Seia Eigengewicht, Bowie daa der auf 
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ihm rohenden Bauteile betrfigt in gleichmärsiger Verteilung ^^0,7* ftr den 
Meter. 

Fig. 44. 




Fig. 45. 



Welche Dicke s (Fif?. 45) müssen die (itirtplatten erhalten, wenn ihre 
Breite zu 24 cm, dio Höhe des Trägers einschl. Winkeleisen Ao = 60cb, die 
gleichschenkligen Winkeleisen zu I,!) X ^ X 8 «n , die Stärke des Steges zu 
1,0 cm und die Niete durchweg zu 2,0 cm angenommen 
werden und die gröfste Randspannung zu ftOO»* vor- 
geschrieben ist? Die liandspannungen ergeben sich aus- 
schliefslich aus dem iJiegungsmomeiit M und der 
Normalkraft N-, dio Grörstwerte beider sind daher 
zunächst zu ermitteln. 

Der überhaupt gröfste Wort des Momentes tritt nach 
S. 87 u. 89 in einem Querschnitte in der Entfernung von 

etwa ic = — vom Kämpferpunkt Ä oder B ein. Die 

Belastungsschoide für das Moment liegt dabei mit dem 
Schnitt tt auf derselben Bogenhälfte und da für die 
gewählte Bogenform die Einfiufsflächen beiderseits der 
Scheide gleich sind, so ist es für das Moment im wesentlichen einerl«"^ 
ob die bewegliche Last links oder rechts derselben angeordnet wird. N ynr^^ 
aber am gröfsten, wenn tunlichst viele Lasten auf dem Träger stehen-, m^* 
hat daher die beweglichen Einzellasten in maximaler Stellung im Bereiche cU "^ 
negativen Einflufäfläcbe anzunehmen. 

Wir bestimmen sowohl das durch sie erzeugte Moment, als ihren Beitr^^ 
Np zur Normalkraft mit Hülfe der Einflufslinien. Für das Moment ^^ 
WiCjö der negative Zug der Einflufslinie, Für die Normalkraffc erhalten ^^^ 
sie in der aus der Figur ersichtlichen Weise, indem wir ad senkrecht ^^ 
Tangente nn'm S^ee\\gh usw. ziehen (vergl. S. 81 und Fig.40Ä u. 44). Di 
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rgibt sich der Linienzug nc^/>. Wir stellen, nm auch Np inöglicliet grofs 
werden eu lassen, die mittlere der drei grofiseren Lasten in dt^n Scheitel. 
JDann ergehen sich bei den atts der Figur ersichtlichen EitifltiisordlTiaten 
M= 1,5 (0,65 + 1 ,ä + 1,35) 4- -'J ■ 3 ■ 0,65 ^ 3C n* t und 
JV>= 7,5 (1,45 + 1,G+ 1,40) + 5 ■ 3 ■ 0,70 ^4*,0 1 . 

Die über den ganzen Träger verteilte Last g liefert zum Jloment keinen^ 

X l l 

ar Norraalkraft aber aach Gl. 3$ mit q = f} = (}J'^, T^T ^"^ ;r = 6 den 



Beitrag 



X,^^ 






= 13,2* . Im ganzen ist 



also N^Np-\- Nf, == 44,0 + 13,3 = 57,2 1 = 57 200 kf und ;V/ = 36,0^1 1 
=^ 3 600 000 em kB . 

Der rorbezeichnete Querschnitt hat ohne Gurtplatten ein Vr^^ 2250^1»' 
■und eine QneTschnittsflächo i'o^ 126 cm» und mit Gurtplatten von der Stärke s 

(vergLBd.lS.20u.lll) TF^ -^ ^^ iJ,./i,= g^ + {24-2-2)s.60 



2250 - 60 



h 



"Rü+2-s 



f 30.S-60 und i^= J-^ + S (ä4-2-2)« = 12(! + 40s. Nach GL 3 



60 + 2.« 
S. 70 ist man 

<^.-=^ + ^. d.i. 800 = 



3600000 



2250 . 60 



+ 



57 200 



1200» 



136 +40-5' 



60 + 2-ff 

Die Lösung ergibt äf = 3,5<i'n, so dafs 2 Lamellen ä 1,2™ und eine 1,1™ 
üe etforderlicbe Stärke liefern. 



Beispiel 2: Eio Träger von gleicher Pfeilhöhe nnd SpannTveite wie 
Beispiel 1 i&t in eine Strafsenb rücke eingefügt und hat eiee ständige Belastung 
5 = 2,0 ' und verteilte bewegliche J? = 1,2 1 ?.a tragen. Er aoll einen 
I-Querechnitt erhaltoa, welcher bei der Höbe h eine Plantsch breite 0,4 /t, 
eiae Fl antsc heu dicke von 0,06 h und eine Stegdicke Ton 0,04 h , also ein 
WideratandsiTioinent TT^ 0,026 /t^ und eine QuerschnitteflSLche i^ ™ 0,084 A' 
tat. Welche Höhe h ist erforderlich, wenn die Kandspanüütig ffj^ = 800»* 
■vorgeBchr leben ist? 
^m Nach S. 87 tritt da& negative Gröfsttnoraent im Querschoitt hei a;=: 0,234 t 

^Heia, wenn der Träger von einem Kämpferptiukte bis stu ^ = 0,4 l vom andern 
F mit beweglicher Last p versehen ist. Es ist dann nach Gl. 19 
L^ Jlf=0,0l9iJr = 0,019- 1,2- 242 = 13,1 >nt=i3io000cß'kg, 

I 5r =5 



^^T Beitr^ der ständigen Belastung 2ur Normalhraft ist nach Gl, 3S mit 



^^= 2,0 tondy = 0,234 




2,0 [2. 4 (1-2. 0.234)^ +|1^] 



= 38t 
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and für vorbezeichnete Stellung der beweglichen Last p nach GL 39 mit z=%\l 

[2 • 0,6^1 - 2 • 0,234) + 4^ (6«— 2 -0,4» . 6»)] 
Xp = 1,2 . 4 . = — ^ ^ = = 15,5 1. 

yH-(-g-)*(l-2. 0,234)» 

Im ganzen ist also ^=^',+ ^p=38 + 15^=58,6*=58 500*8 und aus 
j r.1 • u QAA M , N 1310000 , 53500 . ,^ 
der Gleichung 800 = ^ -j-= -p^gT» + ö;Ö84M "^*"» '" * = '^•*^"- 

Beispiel 3: Welche grürste Kandspannnng erzengt eine sich ttber den 
Träger Beispiel 2 bewegende Einzellast (Chausseewalie) von P=8*, wenn 
neben derselben die ständige verteilte Last g = 2,0 * f. d. Mtr. wirksam bleibt? 

Nach S. 89 tritt das grörste negative Moment im Quenchnitt ^=t 

ein und zwar wenn die Last im Scheitel ruht Es ist dann 3fmte = — 0,0625 P*/ 
=- — 0,0625 • 8 . 24 = 12 » t = 1 200 000 em kf . Pas gröflite podtiTe Moment 
tritt nach S. 89 im Querschnitte x = 0,21 1 ein, wenn die Last über demselben 
liegt und beträgt dann 

M^^jr = 0,096 • P. Z = 0,096 • 8 • 24 =^ 18.3 «t = 1 830 000 «• kif . 

Es bleibt noch die Normalkraft jV für beide Querschnitte zu ermitteln. 

Die Last P erzeugt bei ihrer Lage im Scheitel einen StOtxdruck -4=-. 

PI l 

und //= r- . = 1,5 P, also im Querschnitt x = -- nach Gl. 34 u. 35 n. G1.5 
4 / 4 

S. 76 mit q' = A=-- ^ 

[;.4.;.(.-.;)+i^] 

,V^. r= (^ ' sin ipJ^lI ,>os 9» -- i' !■ "^ = 1 ,58 P= 12,64 1. 

Betindet sich P bei x=--0,-l\ /, so wird .4 = 0,79 P und i/=^^^^^- 
= 0,63 P und demnach, da (j,' = A--=Q,l\) P 

(o,79.4--' (l-2.n,21j+0,63) 
.Vp^ = (^'8ins5 + iicos5P=P — =0,87P=i:6,96t. 

]/ 1 + (4. iya -2-0,21)» 

Die durch die ständige Last y erzeugte Normalkraft beträgt nach Gl. 3S 
für den Querschnitt a;=: 

-Y, = 2,0 . ^ '' ^-*-' = 38,0 1 , 

l''+(W('-i)^ 



und für a; = 0,2l / 

[2.4(1 -2. 0,21,- -^-|i:] 

. = 38,5 t. 



[2.4(1 -2. 0,21,-^-1^] 

y^ = 2,0 . ^^:H 

|/l + (4.])' (1-2.0,21) 
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Danach ist für den Querschnitt 

x=^, M = —\ 200 000 cm kg ond N= 0,64 + 38,0=50,64 1 = rd. 50 600 ^ 
4 

nnti für den Qnerschnitt 

31=0,2X1 M^l 830 000 -^"1 tu und JV= 6,yG + 38,5 = rd. 45,5 * = 45 500 ^B . 
Mt tK= 0,026?*" = 0,026. 46»= ä530™a ond r=a,084?»^ = 0,084 -46» 
^177«"»^ ergibt sioli Bomit id der Innenkante des Schnittes a;=T eine 



Druckspannung' at,^ 



1900000 , 50G0O 



Schnittes a;— 0,211 rrj^^ 



i?ö30 ' 177 

1830000 . 45^0 



^rJ. TGO^^t und in d<?r Äafsenkante des 



= rund 980»'. 



2530 ' 177 
Handelt ea Bch uiclit, wie hier angeuomiuen, am unoiittdbare, sondern 
am iuitt»?lbare Belastung, so hat eine' entsprechende Korrektion stattzufinden, 
die indes in vorliegendem Falle zu eineni kanm merklich abweichenden Er- 
jarebnis fahrt 



V. Der Zweigetenkbogenträger. 

a) Ällgemeiiies. 

Jeder in zwei feskm Stützgelenken ruhende, von Kräften in seiner 
lotrecht gedachten Erümmungsebene ergriffene einfach gekrömmte 
Stab wird als ZweigelenkbogentrSger bezeichnet. (Fig. 46.) Sein Gleich- 
gewichtszustand in Bezug auf die äufaeren Kräfte ist nach den Dar- 

Fig. 4fi, 




legungen auf S. fj einfach statisch unbestimmt. Durch Fortlassung 

des Scheitel gelenkes aus dem unter IV behandelten Dreigelenkhogen- 

*fäger Terach windet die für die Bestimmung des Eorizontalachubes 

"ßnutüte Gleichgewichtsbedingung Mc=0, An Stelle der wider- 

^^ndslosen Drehbarkeit beider Bogenhälften im Scheitelgelenk tritt 

"<>>'taelb4 im Gleichgewicht der Kräfte das von beiden Bogenhälllen 

*öfeitjander ausgeöbte Spannungsmoment» das sich in denselben 



»ek, ElutizllütBlehrp. U. 



* 
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fortpflanzt und den Träger befähigt, bis «um gewissen Grade auch 
ohne Mitwirkung irgend mnm Horizontalscbubes, ledig] ich mit HüUe 
lotrechter Stützkräfte A und iJ, den angreifenden Lasten gegenüber 
im Gleichgewicht zu sein. 

Bei einer die Leistung einea Horizontal Schubes auiscbliefäendeD 
Lagerung des Trügers würde die mit dem Spannungsraoment einber- 
gehende Biegung allerdings zu einer elastischen Entfernung der 
Stötzpunkte ,1 und li voneinander führen, die zu verhindern (za 
„bekämpfen") die aasBchiiersliche Wirkung des an den ^K Impfer- 
punkten'' auftretenden Horizontalschnbej ist. Aus dieser ihn 
obliegenden Leistung ergibt mh auch seine Gröfse. Denkt mao 
sieb nämlich eines der festen Kämpfergelenke, etwa A, wagerecht 
verachiehlich, so tritt eine nach den Ausführungen unter III 8.50 
7.U berechnende wagerecbte elastische Verachiebung des Punktes J 
ein und nach denselben Regeln läfst sich die Kraft // berecbnen. 
welche diese Verschiebung ganz oder teilweise rückgängig 7.n macben 
oder auch zu verhindern im stände ist (Vergl, Bd. 1 S. 12d untere.) 

Ist nach vorstehenden Gesichtspunkten in weiter unten näher 
darzulegender Weise für einen hier symmetrisch angenommenen 
ZweigelenkbogentrUger der Hori^ontalschub B bestimmt und sind 
aucb die lotrechten Stntzkräfte A und B wie für einen ^ einfachen^ 
Balken ermittelt^ so lassen sieb daraus in gleicher Weise, wie unter 
IV für den Dreigelenkbo genträger geschehen, die Momente, Normai- 
und Querkrlifto fOr beliebige Querschnitte gewinnen. Die Ableitong 
von Hegeln zur Bestimmung des Horizontalschubes mufs also i)«r 
erste Schritt der statischen Untersuchung des Zweigelenk böge ns m% 
die hier zunächst unter der Annahme nur lotrechter Lasten ef* 
folgen möge. 

h) Bereclinaiif; des Herixoutalscliubes. tlitifliirslini« desKelbeV' 

Lfitpfflite Wir nehmen zunächst eine lotrechte Einzellast P im Abstand® 

j KiDzellaKt. „ y^n //, bezw. l ^ tt ^ u' von A wirkend an. (Fig. 47.) P^' 
^^ ergibt in A und Ji die lotrechten Stützkräfte 

L 



.1- y /' und B^j'P.^ 



Der in den Känipferpunkten angreifende Horizontal seh üb -^ 
werde als statisch nicht bestimmbare, unbekannte Gröfse in <*' 



^ 
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Rechnung eingeführt. Auf einen Querschnitt tt links von P (Fig. 47) 
im Abstände .t von A wirkt damit ein Moment 



1) 



P'U 

Mr = Ä-a' — H-y = —j- • oc — H-y 



und nach 



Gl. 5 S. 76 eine Normalkraft 

P'V 

2) ^x = QJ • sin ^ + B^ cos ({> = -y- • sin 99 + ITcos 9 . *) 

Fig. 47. 




Für einen Schnitt t't' rechts von P im Abstände x' von B 
erhält man ebenso 



Ja) 



M^,=B'X'—H'y' = ?^'x'—Wy\ 



2a) N^ = Q^, sin q/ +H- cos (p' = — ^ sin <p' + Äcos t^*' . 

*) Diese Gleichung ist, wie man leicht erkennt, für den Zwoi- ebenso 
^le für den Dreigelenkbogen gültig. 
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Sehen wir H zunächst nicht tls einen absolaten Widerstand 
der starren Kämpferpunkte, sondern als eine aktive Kraft an, so 
ergibt sich ans dem Zusammenwirken denelben mit der Last P 
und den lotrechten Stfitzkräften A und li eine gewisse gegenseitige 
elastische Verschiebung Jl der Kämpferpunkte Ä und B in der 
Richtung ihrer Verbindungslinie, die wir als positiv oder negatir 
bezeichnen wollen, je nachdem J / sich als Vergrößerung oder Ver- 
kleinerung der Spannweite l ausweist. 

Zur Bestimmung von . 1 1 denken wir uns den Bogentrftger im 
Querschnitte der Last P festgehalten und berechnen die Ver- 
schiebungen .in' und Ju der Punkte A und B. Es wird dann 
.l/ = J //'+.!//. Wir erhalten nach Gl. 4a S. 53, wenn wir J.»i 
mit .Im, bezw. Jn\ M mit — Jf,, bezw. — Jf^ und *V mit —X 
bezw. —yjr> vertauschen*) und ?/, =0 setzen, 

] JE ] KF \jtr ' " > 

•/il «/o • '0 

-\ ^ (/'•'' sin </'-i-//- cos vi '/.r, 

I »H »M •>( 

'"=1 jr. -\ ,:r =\jE\r'-^-"-n^' 

— \ ~rrf,\P- '.' sinv '-:- //-cos </') */.i?' 



und dnrch Addition beider Werte 

•I«' 



:i) 



"=\;A;i'';"---"-"--'''i-"-\A-i^-'>'-"--''0-" 

• • il 

• n' •■' 

--\- ,- ( "sinv-r// cos 7 )»/.*• 1 yA — '.'- sinv '4-//-cosv/|V - ^ 

s i» so 

1 



*\ Di* uojTHtiven Vorzeifhon von Mm uiul X r>ntsj'ri»chen dem ent^^ 
ges«*!!!*!! Sinne dieser l.irörsen in Kig. 32. 
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Ersetzt man ds durch —~, bezw, darch — ~; 
coa 9^ coa q* 



and nimmt 



ien Trägerqueraclinitt konstant iin, so folgt nach entsprechender 

Iuppierang 



äl = 



JE 



I jcosf/ 






; \cos^/>' 



? 



iginf/'-f/.r 



+ y|gini?/'(^t'' 



J? 



JE 






l cos v • rf .?? -J- \ COS r//* rf.j-' 



Der positive erste Teil von A l drückt den auf Entferoung der 
Kampferpunkte -1 und B gerichteten Einflufs der Last F. der 
negatiTö zweite den die Näherung jener Pankte anstrebenden Einflufs 
von B aus. Ist durch irgend welche Umstände ein bestimmtes ä l 
bedingt, etwa bei starrer Lagerung der Kämpferptinkte ^^ = 0, so 
drückt Gl. 4 eine bestimmte Abhängigkeit zwischen P und M aus. 
Die UD mittelbare analytische Benutzung der Gl. 4 zur Berechnung 
des Horizontalschubes R aus einer gegebeneu Laat P setzt die 
K^enntnis der Abhängigkeit zwischen x^ y und 7^ d, h, die Gleichung 
ier Bogenmittellinie voraus. Vielfach fällt aber auch dann die 
/^sung der Integrale sehr umständlich aus und es fragt sich, ob 
nd welche Vereinfachungen der Gl, 4 ohne wesentliche ßeeinträchti- 
ang ihrer Genauigkeit möglich sind. 

■ lä wird sich zeigen, dafs die mit dem Faktor -- behafteten, 

W~ deformierenden Wirkung der Normalkraft entstammenden Glieder 
"W^ohl im Minuenden (erste eckige Klammer), als bei nicht sehr 
^ober Bogenform auch im Subtrahenden (zweite eckige Klammer) 
'Clitsseits der Gl. 4 gegenüber den andern Werten verhältnismäfsig 
*lir klein ausfallen. Das betreffende Glied der ersten Klammer wird 
D3. so kleiner, je kleiner das Pfeilverhäitnis und damit der Gröfst- 
''«Tt ¥on (p sich gestaltet und umgekehrt. In dem Grenzfalle, wo 
**i^ flache Bogen in die Form eines geraden Stabes übergeht, wird 
^^«rall if = und damit der Wert des ganzen Gliedes gleich Null. 
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In dem anderen eitremen Falle, wo der Bogen etwa HalbkreMorm 

annimmt und P in der Bogenroitte ruht, also .r=r(l — %\n(fk 

BinQ3=" — ~ und «=«'=— = i- ist» wird 
r i 

Das zweite Glied des Subtrahenden wird um so gröfser, je 
kleiner das Pfeilverbältnis und je kleiner also der Gri^tstwert Ton ^ 
ist und umgekehrt. Im ftufsersten Falle, wo der flache Bogen in 
die Form des gerade» Stabes ühergeht, (f = und costf — i ist, 

wird der Wert des Gliedes gleich * yLt -\- \<i^t-'\ ~ "t;*^ ^^^ 
mit j* = r(l — sinr/'), also il.r— ~ rco3tfi-tl<f> für den Halbkreis 

^|\cOS</)-(/.^H-\cOSV (/.r = — 2 — -r Vcos'y^- Jr/. = ^.,..-^, 



H),7e&? 



f • 



Wahrend also der Bogen von einer vi5l1ig gestreckten FornuPM- 
verhältnis gleich Null) bis ^^ra Halbkreise sich ändert, schwankt der 

Wert des ersten mit dem Faktor ^^ behafteten Gliedes der Gl. 4 zwischen 

und — ■ — and der des zweiten 7,ff Ischen l -^ und 0,785 / — , 
4 # T F 

Wir wollen in folgendem daher das erste Glied Ternachlässigen 

und das zweite auf / , abrunden. Beide Vereinfachungen gleichen 

sich insofern in gewissem Grade aus, als sowohl der Minuend wie 
der Subtrahend in Gl 4 dadurch vergröfsert wird. Weiter unten 
wird sich zeigen, dafs der damit begangene Fehler in der Tat 
praktisch völlig verschwindend ist 
Damit nimmt GK 4 die Form an 



5) 



dl = 



JK 



/ 1 cosy f\ tmtp' 



II 
JE 



4^ 




cos <}>• ^ F 



Die genam allgemeine analytische Losung der GL 5 bietet 
auch jetzt noch Schwierigkeiten. Es soll clahor vor weiterem eine 

graphische Lösuu^ 
entwickelt und als Mittellinie eine beliehige aber symmetrische 
Kurve angenommen werden. 

Wir ziehen m diesem Zwecke in irgend einem Punkte ® der 
Bogenmittellinie (Fig. 41) eine zu dieser senkrechte Schnittlinie it 
bis znm Schnittpunkte ß mit der Kämpferlinie AB und bestimmen 
auf der Lotrechten durch S8 den Punkt SB, so, dafs ^^S3 = a9Cf 

= = i/r wird. Wird für jeden Punkt S der Bogenmittellime 

cos ff - ■' ^ 

der zugehörige Punkt 33^ bestimmt, so erhält man in der Ver- 
bindung aller dieser Punkte eine die BogenmittelUnie begleitende, 
in der Figur gestrichelt angegebene Kurve, die hier kurz als 
SSr-Liniö bezeichnet werden möge, während wir unter der 33, -Fläche 
mit dem Inhalte F^^ die von der 33,,- Linie und der Kämpferlinie AB 
begrenzte Fläche verstehen wollen. 

^ ^ivvH^tn Jij> njrv^irr *' 



Ersetzen wir in OL 5 



so erhalten wir 



CQäfp 



durch ffr, bezw. 



cos <p 



durch 



Iht 



6) 



-=Ä 






Die Integrale der GL 6, in welcher t^r, bezw. y/ die Ordinaten 
der 50r- Linie bezeichnen, lassen sich nun wie folgt deuten und be- 
stimmen : 



Es ist 



T 



yräx -h 



, n a' 



l — ^ -y^' diV = J/^^ , gleich dem Biegungs- 



momente eines mit der SBr- Fläche belasteten einfachen Balkens von 
der Stützweite l in Bezug auf den Lotschnitt durch P; denn, sehen 
wir die Teilchen j^,-«/,r und i/r'd>v' der 33r-Fläche links und rechts 
von P ]B als Einzellasten an, so sind ihre Biegongsmomente in Bezug 

auf P —-'dx'iir und —i-dsf-yr- 
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Ferner ist iirjJr'i^i^ -r- \//\Vr'rf'''=25«^, d.h. annähernd gieicb 

dem doppelten statischen Moment der SB,- Fläche in Bezug auf die 
K&mpferliDie AB, so verstanden^ dafs die aU wagereehte Kräfl« 
zu denkenden Flächeoteilchen iu*tlx mit ihren Schwerpunkten au!' 
der ßogenmittellinie liegend, also am Hebelarm // wirkend, einen 
Momentenbeitrag ^v,(/.*".v liefern. Wir bezeichnen diese Mometiteii- 
surame mit i^-^-yr« ^^eil sie ersichtlich annähernd doppelt io grofs 
igt, als das eigentliche statische Moment der 39r- Fläche in Bezug 
auf die Kämpferlinie J IL 

Fahrt man die Momente M^^ und 2 S^^ an betreffender Stelle 
in Gl. 6 ein» so folgt 

T) J,= .^..Wi;--^(2.V«,. + *J). 

Die Momente M^^ und i' N'^s^ können, wenn ihre analytische 
Berechnung für eine bestimmte Bogenform nicht etwa einfacher 
ausfallt» immer auf graphäschtim Wege fOr jede Bogenform leicht 
ermittelt werden. Durch das dargelegte Verfahren läfat sich alsfl 
für jfldo Bogenform, wenn zwei der drei Größen I/, /' oder i/ 
gegeben sind, die dritte bestimmen. 

Die Lösung der Gl. T für // ergibt 

8; ;.= ^'^- ^'-^^ 



Mit f^^o, d.h. bei TölUger Starrheit der Kämpferp unkt-* 
A lind //, versi;hwindet das zweite Glied. 
lUnfH itof Obiger Entwickelung liegt die Annahme zu Grunde^ dafs ^^ 

fttj>eriitiir. Bogen im Augenblicke des Angriffs der äufsereo Kräfte spannungs^^^ 
ist Wird er nun bei einer bestimmten Temperatur unbelastet tio* 
spannttngslos zwischen die unFerschieblich angenommenen Kämpf®*** 
gelenke eingebracht und tritt eine Temperaturänderung ein, ^ 
entsteht mit derselben, je nachdem es sich um eine Erwärmung a^^^ 
Abkühlung handelt, ein positiver oder negativer Horizontalschnb -^' 
der diu LfUigenandenrng verhindert Letztere aber würde, w^^^ 
einer der Kämpfer(>nnkte, etwa A, Terschieblich, ein // also ni^^^ 
vorhanden wäre, .1/— <>/■/ sein, worin i die Ausdehnungsziffer "^^^ 
t die Teniperatiirilnderung bedeutet If mufs nun im stände 3^*"* 
diese als eingetreten gedachte Längenänderung rückgängig ru mact«^"' 
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io eine gleich grofae negative Längenänderung herbeizoführeo. 
iitzen wir daher in Gl. 8 ^1= — e-f-^ und nehmen gleichzeitig 
ne lotrechte Last P wirkend an, so wird 



r 



^S^.+ly 



•^^^».+4 



Sind die Punkte .1 und B nicht starr, sondern etwa durch ein Blastisci 
I3tische3 Band gegenseitig festgehalten, welches» wie der Bogen, Nachf^iebig- 
T dem Kräfteangriif spannungslos war, ao hat dasselbe^ nachdem 



S Gleichgewicht zwischen den äufseren und inneren Kräften ein- 
itreten ist, den Horizontalschub aufzunehnaen und ertahrt demgeraäfs 

worin F^ den Querschnitt 



ne Yerlängernng Af — ---'f— „ ,, 

id i\ das Elastiaitätsmafa des Bandes 
ich Gl. 7 



bezeichnet. Damit wird 



ö: 



j/^ 



J'Ml 



ier, wenn nur die Spannung ö, des Bandes Torgeschrieben ist, 



lit 



"-k' 



I 



i/ = 



P'Ml a, l.JE 



2 5«,+ ^i 






2 5«^+/.f 



Hat d^ Material des elastischen Bandes die gleiche Wärme- 
hnungszitter £ wie der Bogenträger selbst und unterliegen beide 
nselben TemperaturänderungeD^ so bleiben diese ohne Einflufs auf H. 
Ixd Bogen und Band ungleichen Temperaturänderungen unter- 
»rfön, 30 ist die Differenz im Sinne der Gl. ztt berücksichtigen, 
dem man t mit t^ — ^ vertauscht. 

Zur Bestimmung des nur von der Bogen form und Spannweite 
bhängigen statischen Momentes 2 *S®^ zeichnen wir zu der 39,- Fläche» 
öftren Teile tf^-ii.r wir i\\ diesem Zwecke als wagerechte, in den 
ißtsprech enden Punkten der Bogenmittellinie wirkende Kräfte ansehen, 
isit einer geeigneten Pol weite ^i und dem Pol (Fig. 47-) eine Seil- 
linie DCK. Dabei ist der den Inhalt i^^, der 39, -Fläche dar- 
stellende, in der Figur nur zu einer Hälfte angegebene Streckenzug 
^egen seiner noch anderweiten Benutzung der Einfachheit halber 



punkt«. 



im 



^ttttimiSt II. Festi^eit nnfach gtkrümmt*r Stähf, 



\i\ lUrtchUr L»g« »nf^nommen und die Seilecksseiten seakreebt m 
d«it fiiUprvchonden Fglstrahleir gejeichnet. Wir erhalten dann \m 
Am IUI« d«r ¥\g\xt ersiehtUcben Bezeichnungen 

\lW i)r01ki> MÜ^ b^ngt von der Lage der Last P ab und tritt 
\fk «t»li AtlttUAt'kun tQr //, Gl h— ii>, als Zähler eines QaoÜenteti 

ML 

iun (Jin Foriii ^j. auf, worin *Jt = ä S», + C ist, mit € als duer 

ViMlt Tr4u«i(iuitreirhnitt und von der NacliKicbigkeit der K3mpf«7- 
piKiMt» «I Ulli) K abh<lngit;en KonsUntei?, Wir wählen daher zur 
Uildfutiititf ili^r Sttilliniti meh (Fig. 471 fQr die (Bestimmung von Mi, 

•idn l'tdwfU» ^'— .- mit n als ganzer Zahl and erhalten, wena 

*! iUm tlrdlimt«! dur Seitlime in der Lotrechten durch P ist, 

MÜ AV..i «.«»..i « 

Mit f aU Mafs- 



^t " 51 V% 
«ll)li»ll mr ') wird naeh Ol % 



=rn- 






P-ik'il^C^ «aris C eine 



ViMI ilvi 'h«M«(»viAtur und der Nachgiebig ktit der Eim{>rerpunkt« 
I Mliil ii ubhAiiM^in» Konstante ist. 

ttnl itdnoii KAuipfiHvunkten und gleicbbleibeiidier Temperatur 

|4li tJ-rf, uml r «Wich KuH, als© « = 25»,+ ^^ und 

l»itt HitilUul« tiv^ (Fig. -17) trscheiot dih«r als EinfluMinie ^^ 
\\\i\\imU\UA\\\\m mit n ah Multipltkatar. 



H luhh tiia SttilHnie «ir^ b«iw. darcb QL 11 ansfedrüc;]^^^ 
< . >k ' rU tili 1/ kaim man ifte folgt g%mmmmaüm phjsi^^ 
HHiitUmlttU dttt^lttu: l»l i)«r Bogen in B starr ffftgililtaB tmd io ^ 
i MivU, <o i>mnis;t jeder ak aktii« KnA g«dacr*'^* 
»idrtbohuti «ine ilim fvfciltengleiete «bsti»^^ 
UmiMi «iMialut« Qri^fä« dieaell» ist. fiiüflii, ol» ^ 
kt^i^U \er«vhiebiMid wirkt uni tiacrlct, «b £f aH^^" 
Krik(t«i auf d«4i IUm^«« viiiaft. ist wui J/.ar^' 




'^k. ZwtigdmkbogtHf Berechn. des Horiionttdjichabe^, EipfluMlime. \Q1 



a& zur Hervorbringung irgend einer bestimmten Verschiebung J/ 

ine Kraft H— -r-^— — erforderlicli ist. Wird J / durch eiue Einzel- 

ast P hervorgerufen und nach dieser Entstehung mit A J.p bezeichnet, 
würde die Kraft i/, die diese Verschiebung rückgängig zu machen 

i^er zu verh indem im stände wäre» // = ., ^ sein müssen. 

Legt man der Last P den Wert Eins bei und ersetzt J Ip durch 
J/f=it so erhält man in 

^ II — 1}— , f~^ die Gleichung der Einflufslinie 



^ln=v 



5r H in allgemeiner Form mit 



1 



als Multiplikator. Ist nun 



Ph^\ die elastische Änderung, welche die Ordinate y der Bogen- 
nie im jeweiligen Lastangriifspunkte anter der Wirkung von 11= l 
■fährt, so besteht nach dem Maxweirachen Satz© von der Gegen- 
itigkeit der Verschiebungen (S. 34) die Beziehung J !p= i — di/B=t- 
amit kann man Gl. 16 auch schreiben 










H In Gl. 13 drückt äyn-x die unter der Wirkung einer Kraft 
^= 1 entstehende elastische lotrechte Verschiebung der einzelnen 
inkte der Bogenlinie aus und GL 13 stellt in diesem Sinne die 
eichung der Biegungslinie derselben, sowie gleichzeitig das Ein- 
iJagesetz für II dar, wobei es völlig einerlei ist, ob die Kraft 
^=^1 nach rechts oder links wirkend angenommen wird. In einem 
die hebt sich der Bogen, im andern senkt er sich; immer aber 
tnn das Mafs der Hebung oder Senkung als Einflufsordinate für H 
^gesehen werden. 

Mit dieser Erkenntnis iat zwar für die Anwendung in vor- 
egetidem Falle nicht viel Neues gewonnen; sie wird aber zur 
Intwickelung von Einflufslinien in anderen PftUen wichtige Dienste 
eisten. Die Werte -Alp-\ = äyu^^, wie auch der Konatantwert 
^ ffl=i in Gl. 12 u. 13 lassen sich aus Gl, 6 oder 7 gewinnen, indem 
man einmal II— Q und P=\ und ein anderes Mal P = und 

Ä^l setzt, ilit Hülfe der Figur erhält man Alp^!^^^, 



^i/i = - 



JE 



...iii.?riien Keireln zur H*»?:.-. 

.•■•tfnisätzlich genau :.: . 
.•;!i :iiT kleinem PJe.re l . 
ie,.v«frti.'n V kann man :i. • i.: 
. -^teil«? »1er i^^- Linie -.— 
-,'1 m übrigen da» Vtrii-i.- 
-> ie Entwickelung d^r :: - 
::3er.-?t einfach gei:t.---. 
•. i.'.p'n bei graphischer fr:.!.: 
. . •.- md soll daher i.:-r' z 
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Pfeilverhältnis -J- 7- 4" 

o 4 5 

Einflafsordiuate n- rj = Z- ij für die Bogenmitte 

Kreisbogen 3-0,183 . 3-0,25 3-0,315 

= 0,55 = 0,75 = 0,945 

Parabel :5- 0,197 3-0,26 3-0,32 

= 0,59 = 0,78 = 0,96 

Unterschied 7 > 40/0 " 1,5 »/o 

Aus vorstehenden Darlegungen erkennt man, inwieweit und für welche 
ilverhältnisse es zulässig ist, einen Kreisbogen durch einen Parabelbogen 
ersetzen. 

Es soll nun noch festgestellt werden, in welchen Grenzen bei den ge- 
llten Pfeilverhältnissen der Fehler der auf S. 102 vorgenommenen Ab- 
Eungen für die Bogenmitte ausfallt. 

Das vernachlässigte, mit dem Faktor ^ behaftete Glied der ersten 

eigen) Klammer Gl. 4 wird dort von dem übrigen Werte der Klammergröfee, 
gleich M^ ist, abgezogen. Nach obigem ist für das gewählte kleinste 

lilverhältnis il/^^^ip'-^j -? = 0,0717- T-*- 0,315? = 0,0225?', für die übrigen 

ilverhältnisse aber gröfser. Das vernachlässigte Glied ist nach S. 102 selbst 

l J 
den Halbkreis nur gleich -p • v? 1 io vorliegendem Falle also gleich 
4 x* 

0,0004 Z* = 0,000H'. Der durch Aufserachtlassung desselben begangene 
hier ist also selbst in ungünstigen Fällen noch kleiner als -^^h' 

Der durch Abrnndung des mit -^ multiplizierten Gliedes der zweiten 
ikigen) Klammer der Gl. 4 auf l • \.- entstandene Fehler ist nach S. 102 für 

n Halbkreis gleich Z^ 0,785 - Z- v.- = 0,21 5 Z-^, für den zu Grunde ge- 

rten Querschnitt also gleich 0,215 Z- 0,0004 ?- = 0,000086 i'. Für flachere 
gen fällt er entsprechend kleiner aus. Er führt eine Vergröfserung des 
nzen mit 91 bezeichneten Klammerwertes, der für den gewählten flachsten 

gen gleich 0,0234 Z^ ist, herbei, die weniger als ' ^ ■ = 0,0037 , d. i. 

niger als 0,4 "/<> ausmacht. Da beide Fehler sich aul'serdera noch in gewissem 
»de ausgleichen, so können sie in .der Tat in allen Fallen als praktisch 
lig verschwindend gelten. 

Es mag hier noch darauf hingewiesen werden, dals das ganze 

J f 1 

led l-~ hier gleich 0,0004 P, für das Pfeilverhältnis •y = - bei 

jT -fco 

0004 

■rabelform des Bogens nur 77— -7 = 0,006 d. i. 0,6 7o des Gesamt- 

U,0654 

ittes von 91 ausmacht, mit dem es durch Addition yerbonder 



] ](} lyrhift AhArl>,lU EtiiMliiint ü, F^ftiffftit einfach g^l'fümtHt^ mk 



f I O0O04 

ist und dafs dieser Anteil an 9i bei t= * »of -r-^— — 0,01 , «ler 

1 4 1^0304 

rd. 170 und bei '7=7 anf -7^ = 0,017» oder rd. l,T*/f» steigt 

Nach vorstellender Bemerkung kann Tnan in vielen Fätkn h 
Anwendung, insbesondere bei nirht zu geringen Pfeilhöhen oder W 

vorlaufigen Ermittelungen das ganze Glied /■ v. vernaelilässigeü 

und gelängt dann ifir die Bestimtnung des Horinzontalscbubes zu 
der erbeblicb einfacheren Gleichung 



14 



n^p- 



Ml 



k 



2s^; 

Zeichnet man jetzt die Seillinien tn-h und IfCK {^%A'] 
mit derselben Polweite ^, 30 wird M^^ — ^-ti and 2S^,-^'i 
und daher 



14a} 



n 



U=P'i. 

Danach iat 1/ mit ,C ala Mafseinheit Einflufjordinate uad a'^b 
KinlUifslinie von //. 

Die Benutzung d^r Gl. 14 und 14a gestaltet sich um so tot- 
teilhafter, ate nicht, wie in allen übrigen Gleiohtingen, bereite «^i« 
Kenntnis des Trägerquerschnittüs vorausgesetzt wird. 

WafSfrfi'lii*' ''^^ mögen nun vor weiterem die allgemeinön Kegeln zur Ef 

UnEMkrRl'i. Tnittülung des durch eine wagerecbte Kraft P bervorgerufeneu 
Hori'wntalschubes abgeleitet werden. Wie raan leicht erkenn^' 
mßssen jetzt die in den Klmpferpankten A and B (Fig, 48) b»' 

Fijf. 48. 



, 




'tteiffrl^if^lHfgfh, Berech n. Jen HorUtnitaJftchnbfHf Sht/titßiime. JJJ 

^einander rerächieden sein. Wir wollen sie daher mit 
Hr bezeichnen. Die statischen Gleicbgewiehtsbedingmigen 
in folgende 3 Gleichangen : 

Ht-^IU^P und 

^4-^ = 0. 
Bezug anf B die MomenteQgleichunf 

.vierte zur Bestimmung der vier Unbekannten A^ /?» H^ 
erforderliche Gleichung soll wieder aus der gegenseitigen 
n Verschiebung Jf der beiden Punkte A und B in der 
ihrer Verbindungslinie abgeleitet werden. Wir denken 
nd Hr wieder als aktive Kräfte und erhalten nach GL 4a 
?enn wir den Träger in P festgehalten annehmen mit 

1 = — j — und ds=— — 
/ cos tp 

' ••*' **•' *•*' 

\ ' JE \ FE \IJE GO%if 



Bt v^-d.r 



Ut 



P-y. 



\JE...r^W''''''''^\f.FE 



^mipdit 






1^ '"FE yjEms^^' 



.rf.r' 



eJo e/i) t/i> 

Hit vi'enn der Querächnitt konätant angenommen wird und 

^w. ■ '- ■ ■■ wieder als Ordinaten y, und W der SBr-I^inie 
eo3 ff ^ 

n werden 



läin^j'-rf^c' 



7.F£ 



\JE 






ico3 ?''•(/ er' 






■f^a:' 



JE 



miKp'dw 



i^'i/r'da^ 



\<i03(p-dä^ 



y 
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Ersetzt man gemäfs Gl. 14 Hi durch P^Hr nnd l&fst dis 
Glied T-,T^, \ sin y •''•♦— \ sin y't/cr' als sehr klein aufser acht, 

so folgt 

H i ,'" '"' \ H i i'"' i'*" 1 

•'■*'" [. . ü I ''■'^ l» Jo ) 

Rundet man nun wieder (vergl. S. 102) ^cos^'w/j'-f icosy''<?.r 

• c/0 

auf / und mit der gleichen Berechtigung yM^-dx auf u ab, 

* 

indem man cosv'=l setzt, beachtet ferner, dafs \x''y'r'dx! vsA 

c 

l^-//,.-(/.r die statischen Momente Mr und Jf{ der als lotrechte 

Kräfte gedachten Teile iird;i' der 33..- Fläche rechts und linb 
von P in Bezug auf die Kämpferpunkte .1 und B sind, da& 

\n''!f','d,r' -^\,ji'!ir-d.t' das statische Moment 2-Sfe^ der gaDM» 

♦ Jo 

Sör-Plftche und Yu-jh-dx dasjenige 2.Sü«^. des Teiles deraelbei» 

links von P von x = i) bis x= u' in Bezug auf die Sehne AB »^ 
so schreibt sich Gl. 17 wie folgt: 

Ist A l bekannt, so läfst sich nach Gl. 18 i/, aus P bestimine«' 
Für zlZ=(), starre Kämpferpunkte A und B und konstant« 

Temperatur wird 

./'■ '7(3/,-J/,) + 2.S,:; ^\.'u' 
19) //,= — L-^^ ^—^ 



-^V-fyZ 



Die Werte 3/^, ^1/,, 5^^ und Äis^ kann man für jede t^^ 
liebige Bogenform bei gegebenem Kraftangriff wieder graphi^^ 
ermitteln und danach Hr bestimmen. 



1 den zahlreichsten und wichtigsten Fällen der Anwendung, 
m 69 sieh uro Windkräfte baadelt. wie bei Dachkonstruktäonen, 
in TerhältnisTBäftig grofae PfeÜFerhältnisse in Betracht, in 

die Glieder —-f und 'v^' gegen die übrigen Werte rechta- 

er Gl. 19 verschwindend klein ausfallen. Greift /^ heispiela- 
In der Trägermitte an, so haben beide Glieder gar keinen 
i auf H, und H, , denn es ist dann Jf, — Mi = , 

)J'="2Äö^ und ebenso ^ =^- — .- — »^t also mit und 

leide Glieder // = ^^ , welches Ergeboia auch an sich ohne 

ts alä richtig erkennbar ist Vernachlässigen wir danach beide 
r, 30 wird 



p\^iMr-Md-h2{S^X\ 



I Fig. 49 ist die in Gl. 20 enthaltene Beziehung zwischen 
i P graphisch entwickelt. Es wurde mit derselben Polweite 
dem Pole zu der 3B,r— Fläche eine Seillinie aeb im lot- 
i und DCE \m wagerechten Sinne gezeichnet. Dabei sind 
ingenteti der letzteren der Ein^chhelt halber senkrecht zu 
tsprechenden Polstrahlen gezogen. Wegen der angenommenen 
strie ist der Bogen nur zur Hälfte dargestellt. Bei den aus 
'igur ersichtlichen Bezeichnungen ist nun M^ — ^-eb^ 
)-ffh, also J/r — !/? = §■ <?y, wobei zu bemerken iat, dafs 
das gleiche Moment des dem Teile der ©^-Fläche links von 
imetrisch gelegenen Teiles der rechten Bogenseite in Bezug 
ausdrückt. Ferner ist ä {S^X ^ ■& ' ^ ^^^ ^ ^^r = ■& ' ^ ' ^^^ 

f ^'= ^> f ■ 

fählt man jetzt etwa auf der Wagerechten durch c einen 

im Abstände l von bd, zieht durch irgend einen Punkt t 
f Bogensehne AB je eine Gerade rechtwinklig zu O^e und 0(*7 
ireh P eine Wagerechte* welche jene in k und l schneidet, 
ft aas der Ähnlichkeit der Dreiecke fO,ff und kil 



7 



■ eff =kl = i^" und demnach auch Hr— 



pw-^n 
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Sieht man die Strecke ^ als Mafseinheit für ^"4-^' an, so 
wird für P=l 
21) if=»/ = .C"4.C'. 

Läfst man die Kraft P von /' nach P' rflcken, so treten e' 
und //' an die Stelle von f und g and die Strahlen ik' ±Oie and 

Fig 49. 




il'±Oiff' bestimmen auf der Wagerechten durch P' die Punkte - 
und l' . Wandert P auf der Bogenlinie, so beschreiben die Gerade 
ik und il einen Strahlenböschel um i und die Schnittpunkte 
und l mit den entsprechenden Wagerechten legen die geschlossei 
Kurve iksl fest. Trägt man deren Sehnen ^" mit den zugehörig'^ 
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Beliebig 

geneigte 

Einzelkraft. 



ätrecken ^' von einer Lotrechten m a aus in der jeweiligen Richtungs- 
linie Ton P zusammen als Ordinaten ^r = ^"+^'=ijr auf, so er- 
hält man in mrp die Einflufslinie von Hf. In Bezug auf eine 
Lotrechte ntin^ im Abstände ^ von mn ist mrp Einflufslinie von 

^r- Wandert P von A nach O, so wächst Br von Null auf 
p p 

-z und Hl nimmt von P bis auf — ab. 

■ Die Seillinie ach stellt, wie bereits auf S. 110 erwähnt, bei den 
«Den vorgenommenen Abkürzungen die Einflufslinie des Homontal- 
schubes für lotrechte Bogenbelastung dar, wenn man ^ als Mafg- 
einheit ihrer Ordinaten ?; ansieht. 

B Ist hiernach eine beliefbig geneigte Einzelkraft gegebeni so 
tann man den durch sie hervorgerufenen Horizontalschub finden, 
indem man sie in ihre lot- und wagerechte Seitenkratt Y und X 
verlegt. Man erhält dann unter Bezugnahme auf Fig. 49 für nicht 
m flache B^gen 
22) jy, = £:i+.?J? „„d 

32 x) 

V Anal^iische Losung. 

™ In folgendem soll noch dargelegt werden, inwieweit für be- 
sondere Bogenformen eine in vielen Fällen vorteilhaftere und be- 
quemere} hinreichend genaue analytische Ermittelung des Horizontal- 
achubes möglich ist. 

Wir setzen zunächst eine parabolische Bogenform voraus. Die Paraboliaehe 
Gleichung der Bogenlinie bezogen auf einen der Kämpferpunkte als 
Koordinatenanfang lautet dann mit / als Pfeilhohe 



5. = ^?i±^. 



Für Bogenträger mit kleinen Pfeilverhältniasen kann man mit 
|i ^iner meist genügenden, weiter unten noch zu besprechenden An- 
Ijperutig in Gl. 5 cos<p = l setzen. Man erhält djinn 



Bogenf«riB 
mit kleiner 

Pfeilhfih«, 
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Für den ersten KlsmmerWert wird, wenn man nach 
der Gl. 23 y durch ,??, bezw. p' durch y ersetzt, «' mit l- 
tauscbt and die Integration ausführt 

f.u(i-„) i « ,r-\ 
3 — 1^+7"7»/- 

Die beiden Integrale der zweiten Klainmer drüci 
doppelte statische Moment 2^ der Bogentläolie in Bezug 
Kilmpferlinie aus und man erhält danach 

Damit gM ül. 24 über in 

Die BenutMn^ der Gl. 2ö ztxr Bestimmung einer der ( 
Jl, H oder F, wenn die beiden andern gegeben sind« kai 

in bekannter Weise geschehen und dabei auch der Einfln 
Temperatur oder einer elastischen Nachfjiebigkeit der Kämprer 
auf AI in der auf tS. U4 u. 105 erläuterten Weise ber&cksi 
werden. Wir wollen hier konstante Temperatur und starre 
punkte, also J/ — Ü, voraussetzen und erhalten dann be 
flir ;/ 



2i\) 



JT- 






Mit y*^ 1 ist Ol 2t> als annähernde Gleichung der B 
linie fOr // anKusahen. Es möge nun zunächst festgestellt 1 
welche Abweichungen gegenüber der grundsätzlich 

graphisclion Ermittelung für die Pfeilverhältnisse 4 = ^ » j 
und ,*=0,oü(H/' (Gl. 2ü) ergibt Wir «rhalten f&r die ! 




2 

S. 109 mitgeteilten auf graphischem Wej^e ermittelten Tergleicha weise 
hinzugefügt sind, 

Pfeil?erbältni9 .......... l i l 

3 4 y 

' Annähernde Werte von if für /*-- 1 . . 0,58 0,77 0,96 
^Graphisch ermittelte Werte von //für P= 1 0,59 0,78 0,9ö 
■Cnterscbied rund L^^^o l'AV" — 

r Die Annäherungsergebniase nach Gl, 26 weichen also für Pfeil- 
I Verhältnisse unter 1:5 fär die Trägermitte nicht mehr merklich von 

Nu genauen ab. 
I GL 26 lat indes noch einer Vereinfachung fähig, wenn man 
r den mit u nicht sehr veränderlichen Wert der zweiten Klammer 
: einen mittleren Festwert einfährt. 

5 / 'if ti \ 

Setzen wir —li-^j^y^\ = k und das vom Querschnitt ab- 

15 -/ ^ . 

hängige Glied -^- ^ f = ^i w nimmt Ol- 26 die Form an 

ö f" ' J* 

Um zu einer Bewertung von k zu gelangen, beachten wir» dafs 

- 7 

l + y — ,§ für n = Q und it = l den Wert 1 und fOr if = n den 

5 5 25 

Wert j annimmt» k also jedenfalls zwischen '— und — liegen 

mOfste. Tatsächlich ist derjenige Wert von fc, welcher möglichste 

Übereinstimmung mit den genauen Ermittelungen ergibt, etwas von 

dem Pfeilverhältnia des Bogens abhängig. Eine Vergieichsreehnung 

^«ifft, dafs die Zahl k etwa zwiachßn 0,75 und 0,80 schwankt., wachsend 

Biit dem Pfeilverbältnis. 

1 w 

Für das Verhältnis ^ führt fc = 0,78 zu ziemlich genaaer Über- 

einstimmung, während die für flache Bögen vielfach benutzte Zahl 
^ — 0,76 eine Abweichung von ca. 4^0 ergibt Bei kleineren Pfeil- 

3 

TerhüUniasen erhält man mit ^— j meist praktisch befriedigende 
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Fig. 50. 



form. 




Wir ersetzen jetzt in Gl, 5 
die rechtwinkligen Koordioatea :c 
und t/ durch die entsprechenden 
Winkelfunktionen, und zwar ist mit 
Bezug auf Fig. 46 a. 50 



y = r (cos fp — COS «J if' — r (cos ff' — C03 flt) *f — r (sin a -f sm ö) 
w — r (sin OL — sin tp) jc = r(sina^3iiif/'') ^r' = r(sina — ain^) 
äx= — rC09(fdq} dx' = — r^^tp'dx' / = 2r9ina. 

Damit schreibt sich Gl, 5» wenn man das negative Vorzeichen 
TTon dx und dij(f durch Umkehrung der Integrationsgrenzea be- 
rücksichtigt 



ain a + sin i)) \ (sin a — sin tp) (cos fp — cmi] tff 



JE 2 Bin « [ 

+ (sin a — sini&j l ( sin a — sin (p'j (cea 9?' — cos « i d(f 

n r 1'* ' * d 

— j= rM(C08<ir' — COSayV'/' + ^-rsina- - . 

Führt man die Integration aus und setzt für die vorkommeDd« 
Quadrate und Produkte trigonometrischer Funktionen eines Winkels 
die Funktionen der doppelten Winkel, so erhält mfin 



2B) 



J/=— -,[cos2i?+4coaa(cosÖ + ö-sini?)— 2a3in2a— 3eos2a-'21 



4/j;[ ^ 



+ cos 2 a) — 6 sin 2 a 4- 



8sma /] 
r^ 'f\' 



Bei konstanter Temperatur und starren Kämpferpunkten, i^ 
Al = 0, ergibt die Lösung für II 

. „_ cos2Ö-f4cosa|cosÖ + Ö'3inö}— 2«!«in2a— 3co«2a-2 



4a(2 + cos2a)^6sin2 5( + 

Für den Halbkreis wird mit *=,^. cosa = 0, 0082« = -^^' 
sina;=:l , sin2a = 
30) 



H=P 



cos2(?+ 1 



J^^ k^ 




Vc. ZwehjeUtikbotjen, BesifhnnuiHtf tief Kämpf erdrückt inif, 119 



Setzt man wieder einen Querschnitt mit 
P 4 = 0.t>004 1 - = 0,U004 • (2 r)3 = 0»00l6 r- 

T 

raus, ao wird das zweite Glied im Nenner 0,0128, d. i. Vs % des 
3ten, also gegen dieses TÖllig verschwindend. 

Die Berficksichtigung etwaiger Temperaturänderungen oder 
ichgiebigkeit der Kämpferpunkte kann wieder in der auf S. 104 
id 105 erläuterten Weise geschehen. - 

Die Benützung der Gl. 29 gestaltet sich sehr umständlich, 
k nach Lage der Umstände eine analytische Behandlung nicht zu 
DgeheOf so kann man, wenn es sich um flache Kreisbogen handelt, 
ese durch eine Parabel ersetzen und GL 26 oder 27 anwenden, 
ei Bögen mit grölseren Pfeilhöhen kann man das vom Querschnitt 
>häDgige Glied im Nenner der Gl. 29 vernachlässigen. 

Vertauscht man in Gl. 30 1 +C032ö mit 2to^'^ß = 2{l—%m^'ö) 
r — u 



nd beachtet, dafs sin^ = - 



so erhält man 



Oa) 



il= 



P-«'(2r-iO P-A-tt'a-u) 



Der Halbkreis ist also für das Pfeil Verhältnis 1:2 die Bogen- 

>rni, für welche die Elinflufslinie des Horizontalschubes eine 
'arabel ist. 

Diese Tat&ache erkeimt tnau auch, weun man beachtet, dal's für den 
lalbkma im Sinne der Gl. G Ö. 103 i/^^^—==r, die ©^- Linie fvergl. SJ03) 

COSp 

ist» eine w^erechte Gerade und M^ in Gl, 8 S ]04 das Biegnngsmoment 
^nes einfachen Balkens mit der Stützweite 2 r und der gleichniäfsigen 
ielastungshöhe r ißt. 

■ c) Bestiiiunuiig der Kämpferdrneklinie. 

f Jede auf den Bogenträger wirkende Last P steht mit den durch 
•* hervorgernfenen Kämpferwiderständen TFa und W^ im Gleich- 
ewicht and schneidet sich mit ihnen in einem Punkte J (Fig. 47). 
^*e Lage des Punktes J ist nur von der Richtung und Lage der 
fraft P, nicht aber von deren Gröfse abhängig. Verschiebt man 
^i« etwa lotrecht angenommene Last P parallel, so entspricht jeder 
^^e ein bestimmter Schnittpunkt / der Kämpferwiderstände oder 
^Stopferd rücke. Die Verbindungslinie aller dieser Schnittpunkte, die 
^T den Zweigelenkbogen im allgemeinen eine ebene Kurve ist, nennen 
jj Kämpferdrucklinie. Zu ihrer zeichnerischen Bestimmung gelangt 



120 I>nttrt' Ahsciiwtt, Eiu/itiHt(it t*. l>fiaiffi'i^if ntt/ttfhfffkrammterSt&U 



man wie folgt: H\ Fig. 47 ist Mittelkraft von A u. H^ ihre Ricliti 
Ziffer also gleich ^ und der Abschnitt HJ=^ . , deß sie auf ( 

A 

Richtungslinie von P abschneidet, daher - = 17 * «' ■ Für P= 1 
jä = T und H=n'tu also auch j = t— — • Wählt man, wie id 

Fig* 47 geschehen, l als Längeneinheit^ macht (/t; = — und Ä 

durch t" eine Wagtrechte ei und von a durch p eine Gerada bii 
zum Schnitt h mit der «t, ao ist, safol^e Ähnlichkeit der Dreieck 

atjp und (/t/i, : = ih, denn es ist ihn/ = aiiy = -:tj, al» 



w « 



iÄ=^ . In gleicher Weiae lassen sich beliebig viele Punkt* 



ti »I 



J der Kämpferdrucklinie bestimmen. 

Hat der Bogentrfiger Parabelfonn und wird // nach einer 
Annähern ngagleichnngen 'J*i oder Jl bestimmt, so erhält man 



1 



A 

H 



i 

1 q^ 



m'=^_ ,/ und l + T7'7ö— £;;—.> iöi ersten Falle 



e KonataÄtft 



ttnd im zweiten 

Im letzteren Falle ist : also eine von n nnabhingige Konata" 
and die Kämpferdrucklinie eine wagerechte Gerade. 

Für einen Bogen vom Pfeil Verhältnis ^ und p = 0,OOI^M 
wird 1 +.c= l -r ^- '^ - 1,012 und nach Gl 1 für die TrÄger- 

mitte mit ^' = ,^ .- = 1,3/ und über dem Kämpfer 5= 1,62/. Nach 

GL 2 wird mit A; — 0,75 durchweg -- = 13/. Die genaue graphische 

Ermittelung ergibt in der Bogenmitte r==l,28/ und über den 

Kämptem : — i,70 . Hat der Bogen die Form einer Kreislinie, so 

P'ti 
sind zur Berechnung von - die Werte A— —j— und H nacb 

GL 29 zu benutzen. Der Halbkreis ist für das Pfeilverhältnia 



Mhäliinf ti.* 



t B*(UJitmj§\ 



'^urmtii- II t^rrkräfte. 13 



[4ie Bögen formt för welch© die Eimpferdrucklime genau eine gerade 
iLinie ist, unter Berücksichtigang der GL :>üa S. 1 19 erhalteo wir 

öämlicli :^ff ■ yj^ u • , - . - ,, - > : r = -;- = ^r . *ls« konstant 



d) Einäufslini« und Gröfstwert des ßiegnD^s&iomentes, der 
Normal- uad UuerkrUlle. 

il. Einflarslinie and Gröfstwert dea Biegungsmomentes. 
Für einen beliebigen Querschnitt im Schwerpunktsabatande a 
|tob A ist das Biegangsmoment 

Dem ersten positiven Teile der Klammer entspricht die Ein- 
[flttfslinie dea einfachen Momentes, deren Ordinaten durch t/ diTidiert 
leREheinen; dem zweiten negativen Teile die Einämalime des Horizontal- 
jichiibas. Der Unterschied der Ordinaten beider ist die Einfluliordinate 
|des Momentes an betreffender Stelle mit dem Multiplikator v , 
Ist die Einfluistinie des Eorizontalschubes bekannt, so gelangt 

u zu derjenigen des Biegungsmomentes unter Benutzung der 
iKäinpferdnicklinie wie folgt; Man zieht von einem Kämpferpunkte, 
[im besten von dem Pig. 51. 

Nem betn Quer- ^ i t«) 

l^nltt am nach- 

8tca gelegenen 
[hakte ,4 auR, i ^^-^v'' V/W 

Äarch den Schnitt* 
j Punkts (Fig. r>lj ^iaV 
I (Iw Bogenmittöl- 

linie mit der x ^^^^^=! — - — 1 1 ^- 

; ScbnittJinieti eine ! 

GetaÄle bis zum -| ] 

Scbiti mit der ' ' 
Eäupferdnick- 

läie. 80 ist der 

Schnittpunk-t .V -^w 

WB den auf S. 74 dargelegten Gründen Belastungsscheide. Ein Lot 

düch .\"legt den Punkt n auf der Kurve anl fest. Zieht man nun 



n- .^ \ — l-pgi — 



.!„f_.. ^22^^ 



J»'! 



(6) 



^« 
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von 5 aus noch eine Gerade durch » bis zam Schnittpunkt« b' mit 
dem Lot durch $ und verbindet b' mit a, so stellt ab^h die 
EinflulsliDie, dEis Dreieck ah'b die positive EiofitHsflache fQr i// 
und die Fläche aeh^ die in Bezug auf das Moment 31^ uegatsve 
Einflufsfläche von H dar. Die Verlängerung der Geraden hb' 
bis zum Kämpferiot durch A schneidet auf diesem aulserdem 

die Strecke tta' = - ab, welcher umstand kontrollweige benutzt 

werden kann. Die resultierende Einliufdflilcbe von J/« besteht aus 
dem positiven Teil n'h'n und den beiden negativen an und lid». 
Für Querschnitte nahe den Eämpferpunkten liegt eine der Geraden 
ah* oder hl' ganz aufserbalb der Kurve ach, schneidet diese nictt 
und einer der beiden negativen Teile der Einflufsfläche verschwindet 

In gleicher Weise lassen sich, wenn der Trägerquerschnitt be- 
reits bekannt und die Kernlirtien eingezeichnet sind» die Einflufs- 
linien für die Kernmoraente gewinnen (vergl. S. .S8). 

Für die Benutzung der EinHufslinien zur Bestimmung des 
grßfsten Momentes für etwa vorhandene bewegliche Belastung gelten 
die in Bd. I S. 155 ff. entwickelten allgemeinen Kegeln. Ist die 
EintiuJslinie des Horizontalscbubes für eine beliebige Bogenforra aaf 
zeichnerischem Wege ermittelt, so lassen sich die Einflufsflächen 
zur Bestimmung der Momentengröfstwerte für gleich mäfsig verteüte 
Lasten im allgemeinen auch nur durch direkte graphische Integiation 
oder event. durch Anwendung des Planimeters gewinnen. 

Ist die Bogenforra flach parabolisch und auch die Einflulslini** 
des Horizontalschnbes mit Hülfe der oben erläuterten Annäher ungS' 
methode als Parabel ermittelt» die KämpferdruckUnie, also eio® 
wagerechte Gerade (in der Figur punktiert)» so lassen sich m^"^ 
gleicher Annäherung auch die Gröfstmomente für gleichraäfsig vBf 
teilte bewegliche Belastung analytisch bestimmen. Wir beTechi*®*^ 
zu diesem Zwecke der positiven und negativen Anteil der EinilufsfläcU* 
F^ und F^ . Dabei möge der Bequemlichkeit wegen mit Bezug »** 



GL 23 S. 1 1 5 und 27 S, 11 7 gesetzt werden ^^f = /^ und , ^, " , ^ 
Dann schreibt sich die Gleichung der parabolischen Bogenlinie 

und die Gleichung der EinHufslinie för den Horizontalschub 

3) tj^^^'u{f-H), 



=.A 



Ferner ist nach Gl. '2 S. 120 



Für den Abstand ^ der ßelaatungssckeide N von ij entnehmen 
ker Fig. 5 1 a - = -^ = if — v) ? ■ x' , worana 
^ ä- = ^(/(Z- .^0^^' und 

plst noch eine Belastungsscheide N' im Abstände v' Yon ji 

l—x 
Landen, so erhält man für diese in gleicher Weise v' = Z — — r— ^ 

11t eine der Strecken v oder r' negativ aus, so erkennt' man 
■aus, dafs der betreffende Teil der negativen Einflulsfläche ver- 
iwindet und es ist dann v, bezw. v gleich Null zu setzen. 

Die Einfiufsordinate i/m^. des Momentes im Abstände u von B 
nach GL 1 und 3 und Fig. 46 

Der Inhalt der negativen Einfiufslläche rechts von N ist 



- yivj^'^i " "" ~ \l 7 ■ " ~ ■''■^ " ('— '0 



ibf=- 



l 2 



6 



-vh3l- 



er wenn wir gemäfs G\, b x dureh i/ ersetzen i^^ = '- 



y-A'-v^ 



6 ■ 
steht noch eine Belastongsscbeide .V, so ergibt sich für die 

^tive Einflufsfläche links derselben in gleicher Weise F- = - 
ganzen also 



G 



F^^-1 + F'i = 



rJi' 



{v^-^i/^. 



rin F_, Fl u. F- die Absolutwerte der negativen Einflufsfläche, 

^. ihrer Anteile ohne Rücksicht auf die Vorzeichen ausdrücken. 

Beachten wir, dal's der Inhalt der ganzen parabolischen 

iflulsflSche von H mit dem Multiplikator t/ gleich ist 

U^a' (/ H — A'-ij \ffU — ii^ ' tf " ~ — ;7 -- und derjenige von if/ 

feieck ahb') gleich ?/ ■ - • " ■ - = -^ — ~9T' ^^ erhalten 
t die ganze Einflufsfiäche von Jf^ in der Diflferenz beider zu 



(U 



(3— i///3). 
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Da nun F^^F^—F-, so M damit aaeh F^ bekannt; 
nämlich nach Gl 8 und 9 

10) F+^F,-\-F. = ^[3^ÄÄ'(if^^i'^-l^)\, 

lat danach eine ständige verteUte Last g und mne bewegliche 
p für die Längeneinheit vorhanden, so erhält man, wenn man 
gemäfs Gl. 2 in den Äusdrüoken für die EinfluMäcben y mit .r 
vertauscht 

M,^=^*F, + p'F+ 

oder auch mit p -rtf — q 



IIa) i/^,M= 
und weiter 



xU^xjr 



6 



[qiS-AÄ'l^}-^pÄÄ'{v^ + i'^)] 



12} JC,-^'i^,^^>-ii^_ = 



xil^ip) 







Bei voller Belastung des ganzen Bogenträgera nur mit ^^ also 
f? = 0, wird für die Trägermitte mit •^=0 ^^^^ öi* ^ oder Ti 

13) ^^.«=^ii — ä-i^irl*':T(r+^/- 

Mit fe = V* üQd y = 0,0004^3 wird 



für 



{=|, l+e-1+^~=I,0l2oiid JM,„-0,OIS^ 



,. =- 14-f^l,Ü+8 nn 



d Jlf,^=0,048^', 



d.i. 1.2 "/o bestw. 4,8"/« des Grofstuiomeutes eines „ftiofacheB" Balk®**^' 

In GL 11 und 12 erscheinen die Momente ^V,«,,* und J/U '**^* 
von der auch in t* und v enthaltenen QuersehnittsabBciaae .r ^ 
hängig und es tritt die Frage auf, fQr welche Querschnitte bezw, ^^ 
welche Abszissen .r sie ihre absoluten Gröfstwerte annehmen. ßJi'^*' 
direkte und allgemeine Beantwortung derselben aus der Gleich i***" 

^4^*^=0 bezw. ^^^^^^=0 würde sehr umständlich auäfall^*' 

Wir kennen uns aber durch eine Vergleichsrechnung ein für alleff*^ 
iür die Anwendung hinreichenden Aufschlufs versebaffen. Da meiste*' 
das im allgemeinen grö liiere M^^ax für die Bestimmung der A-*^' 



BhifluMlmk «. GroMtitrl des'j 
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essangen oder der Spannungen mafsgebend ist, möge folgende 
etrachtiing auf diesen Wert beschränkt bleiben. 

Denkt man sich iv allmäliüch von Null bis l wacligen, so 
idert sich M^^j. Yerhältniagleich dem Inhalte der positiven Eio- 
ifslläche. Trfigt man von einer Geraden a'lt (Fig. 54 c) im je- 
eiligen Querselinittslot den Wert einer dieser Gröfsen als Ordinate 

/ 1 
if, so ergibt sieb für einen Bogen vom Pfeilverhältnis ^ = ^ und 

in mittleren Wert von -p = 0,0üü4Z^ die aus Fig. ö4c ersichtliche 

ioie rxj«i<rirfi&i, welche die Abhängigkeit des Maiimalmoraentes von x 
irstellt and in der Bogeninitte ein Minimum und beiderseits ziem- 
ch genau in der Mitte zwischen Kämpfer und Bogenmitte je ein 
[aximum aufweist. Diese Lage de? Querschnittes gröfsten Maiimal- 
lomentea für verteilte Belastung ändert sich auch bei anderen für 
ie Anwendung vorwiegend in Frage kommenden Ffeilverhältnisaen 
nd parabolischer Bogenform nicht merklich und man kann daher, 

m den Gröfstwert von M^^^^ zu erhalten, in Gl. 11 ^ = -t setzen. 

P Es soll hier noch die für die Wirkung beweglicher Einzellasten 
cltige Frage beantwortet werden» für welche Querschnitte die in 
5 Querschnittslot fallende gröi'ate Einflufsordinate der positiven 
»iBenten-Einflufsfläehe zu einem Maiiratim oder Minimum wird. 
tzt man in Gl. 7 v = l — a-, so erhält man die gröfste Einflafs- 

linate r}„^ im Querschnittslot za y}n,a^ = y t . ^ Ä'-xil — xjj 

d, wenn es sieb um einen Parabelbogen handelt mit 2i = ^x{l — x) 

Dieser Ausdruck läfst sich leicht zeichnerisch darstellen. 
Es sei bc (Fig. 52) die eine Hälfte der Einflufslinie für H 
Ld BC die halbe parabolische ßogenlinie. Macht man öfe' = -r> 

i ^ 

'd zieht durch h' die Wagerechte h'e\ so ist j- — 7jij=dd' und 

%^=y^dd\ die gröMe Einflufsordinate des Momentes für einen 
laerschnitt im Abstände x von B, Macht man weiter, &'('=! 
id h'g=^ifr zieht durch d die Wagerechte di und durch g 
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^kt ei, endlich durch k eine Wägerechte bis zum Schnitt cf nit 
diMB Querschnittslot, so iat 



a) 



r' 



^v- 



%J. 



Bestimmt man für eine hinroichendo Zahl von weiteren Qü^^' 
schnitten die Punkte d'\ so erhält man in deren Verbindungsli^^^ 
b'W'c" die Linie der Maiimaleiniiufaordinaten des Momentes. 

Sie läfst in anschaulicher Weise das Hiegungamoment Pf^n*"" 
erkennen» welches eine sich über den Träger hinweg beweger**^'' 
Last jedesmal in Bezug auf ihren AngrifFsquerschnitt ansfibt. >S^ 
sieht, dals dieses Moment in der Bogen mitte ein relatives Minim**'^ 
und in zwei symmetrisch gelegenen Querschnitten ein Maximum wi*' ' 
Zum Vergleich i&t die entsprechende Linie b'ite för den Dreigelef*^' 
bogen hinzugefügt, dessen //-Einflufslinie die gerade bc darstel*^ * 
Die Parabel h'c*" drückt die Maiimaleinflufslinie des Momentes ^^^ 

den einfachen Balken aus, deren Gleichung »/«„,, = - — j-^— ist. 
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I Als Längeneinheit ist in der Figur - gewählt und ein Pfeil- 

ö 

f 1 
lältniä von^=^j angenommen. Liegt Pin der Trägermitte, so 

hier für den Zweigelenkbogen J/„ = 0,ü56/*-?i für Dmgelenk- 

O Jf« = und fär den einfachen Balken 3/«=— , — 0,25i'/. 

Maximalmomente befinden sieh sowohl für den Zwei- als Drei- 
ikbogen etwa im Abstände gleich 0,21 bis 0,22 / vom Kämpfer 
betragen für den ersteren rund 0,084 F? und für letzteren rund 
eP^, das macht einen Unterschied zu Gunsten des Zweigelenk- 
»ns von 12,5 "/o oder '/6. Dieser Unterschied, sowie der aus 
pFigur ersichtliche bessere Momentenausgleich und demnach 
chmäfsigere Materialausnutzung und grüfaore Steifigkeit stellen 
Ur Hauptsache den statischen Vorzug des Zwei- gegenüber dem 
igelenkbogen dar. 

Ist bei flachen Parabelbögen die Jif-EioflufsHnie nach der 
,herungsgleichung 'i]n-=^x{]Ls) heatimmt, so erhält man 
Gl. 14 mit y^kx{l—x) analytisch 

:jt,{l—x) 



}?«.««' 



-k^/:-x^{i^xf. 



Aus ~^^ = folgt a;i= -, a?! = 2±|/^ 



2Äk'r 



Der erste Wert von x entspricht dem Minimum von ym,w, die 
an letzten je einem Maiimum. Für das Pfeil Verhältnis - , 

0,0004/2 ujicl i' = V* wird /:=--y=.- und i' ^ . ^ 



3 



%m 



mi+§) pii + 'J>. 



1,012/' P 



und danach .r^ 



8 f'-FJ 

0,785? und .'j:';j = 0,215 L Damit wird der Kleinstwert von ?/»a.» 
0,065? und beide Gröfstwerte 0,085/. Die Gröfstwerte stimmen 
auf graphischem Wege ermittelten Werten so gut wie 
überein. Der Kleinstwert dagegen ergibt eich durch das 
iische Annäherungäverfahren erheblich gröfser. 
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•l. EinflafsliDie and Gröfstwert der Querkrafi 
Fftr «inen beliebigen Querschnitt tt (Fig. 53) im Abstände 

r«n A ift nach Gl. 6 S. 76 

1 U) Ut = Q^ cos 9^ — -S^sin </' = sin if (Q,' cotg ip — H) .*) 

flarftuff ergibt sich die Einflafslinie der Qnerkraft wie folgt 

Zj«lit man Ton dem dem Querschnitt zunächst gelegenen Eilmpfe^ 

fmtikUi, etwa ><, aus eine Senkrechte zur Schnittlinie tt, so 

Fig. 53. 

A'^ ! 

ATI 




;/jW) iw ydinitt A^ mit der Kämpferdrucklinie eine Belastungssch«* 
Hift IM durch A' legt auf der Einflufslioie acb des Horizoo* 
achnhaa dtn i'unkt n fest. Zieht man von b aus aber n eine Gef^ 

-•y i»«»»: ^jJfciclHiiiK iHt, wie man leicht erkennt, nicht nurfördenP' 
: nn'hiv uneii für '1«ji ZweiKel«»nkbogen gültig. 
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3 zum Schnitt h' mit dem Querschnittalot darch SB und ferner 
e II hh\ so ist, wie man leicht erkennt, aedh'nhc die Einflnfafläclie 
är Querkraft, worin das positiv za nehmende Dreieck hh'k und das 
sgative aek der Querkraft des ^einfachen*' Balkens entspricht. 

Links vom Schnitt tt und rechts von n befinden sich ßereiche 
egativen Einflusses; zwischen beiden herrscht positiver Einflufs, 

Zur Kontrolle der Zeichnung kann noch der Umstand benutzt 
erden, dafs, weil in Gl. 15 die Qnerkraft des „einfachen" Balkens 
it cotg 7 multipliziert erscheint, die Gerade hb' in ihrer ßichtung 
f dem Kämpferlot durch A die Strecke ft«' = cotg^/> abschneidet. 

Für die Ermittelung der Gröfstwerte der Querkraft gilt hier 
allgemeinen das unter 1 über die Bestimmung der Momenten- 
Hstwerte Gesagte. 

Besitzt der Bogen flache Parabelform, so fällt die Querkraft 

völlig gleichmäfaiger Belastung, welche beim Dreigelenkbogen 

ich Null war, so klein aus, dafs sie anfser Acht bleiben kann. 

r positive nnd negative Anteil der Einflufsfiäche sind also fast 

lig gleich und können in Summa gleich Null gesetzt werden. 

Für die Ermittelung der durch gleichmäfsig verteilte beweg- 
16 Belastung hervorgerufenen gröfsten positiven und negativen 
erkräfte sind die Einflofaflächen zunächst zu bestimmen. Für 
1 Abstand v der Belastungsach elde N vom Kämpfer B gilt nach 
?. 53 u. GL 2 S. 122 die Beziehung 

*aua folgt, da nach Gl. 4 3. 133 2 = 47. 

Mit eotg q'> = z— — ^-— erhält man die Einflufgordinate tjq 
let Querkraft im Abstände u von B nach GL 15 zu 

^ad den negativen Teil der Einflafsfläche rechts von N 



\F^^\iiQ^'du=m<i' 



S'cV. löiutUit&talelire. II. 



du 






- ^ \u{l — w) d u 



Jh r= 
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k^hit man die Integration aas und setzt nach GL 16 

j. HfUÜi man . , 

jP_ = — Sin </——-. 

D 

ii«r negative Teil der Einfinfsfläcbe auf der Strecke x linb 
i'.iu hchoitt tt wird 



+ 



/•/(/ — 2.?') 



Ä'\n{l — n)du 



"--»""'■ {^TTife^ + -^ir (3' -2 -)]• 
niA 'lie ganze negative Einflufsfläche 

F_=F'_-\-F'_. 

Hüi iielatttung der negativen Einflnfsstrecken mit p erhält man 

U i'F - ;> (/'l + Fl) , d. i., wenn man für F'_ und Fl obige 

W'(irlb einsetzt 

rroijii /' der (11. 1<) und sin 9? der Gl. 35 S. 91 zu entnehmen sind. 

Im t\\i volle Belastung des Trägers annähernd Q, = Qxmin^ 

. 0, sju wird 

.> IviiinulsUnie und Gröfse der Normalkraft. 

1M4( «Jiuttii (iuerschnitt /^ im Abstände x von xl (Fig.bZc) ist 
„^.|, dl i' H- 7»» 

1 * , V i^: Hin 7' -h H' cos v = cos r/ ( (^/ • tg y -f Ä") . 

tM l;JK !"•»" wt wieder aofe Einflufslinie des Horizontalschubes. 
Vl-ritl HHJM «'<— t-KV und verbindet a mit ft, zieht durch a eine 
IhmiUkIi. /.u •' /' und bringt das Querschnittslot durch S5 in d «nm 
.;,,l,„il|. Ulli. d»iBiill»en und in «• zum Schnitt mit der ah, so ist a^^^'^' 
.11« .|nn.l»rvi>H iM'ultive Kinflufsfläche der Normalkraft N, mit dem 
hIhIM(.IIIh41'««i «■Oliv . In allen Querschnitten entsteht also bei voller 
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stung des Trägeis die gröfate Normalkraft. Gebiete entgegen- 
tzten Einflusses fehlen hier. Die EinHurstiache kann namentlich 
bewegliehen Einzellaaten und, wenn die Bogenlinie frei gebildet 

Fig. 54. 



!:^4a*' 



^j^^ns' 



! t 



ßT^<^ 



0,33 



667 



12 



,0,44 



m 



/047 



0ß3 



WS 



'417 



rf' 



12'^ 



"^B 



Mv 



aer bestimmten einfachen Gleichung folgt, auch für bewegliche 
teilte Belastung nait Vorteil Anwendung zur Ermittelung der 
tmalkraft finden. 

Ist die Bogenlioie eine flache Parabel und die Ännähenings- 
'icbung der Ejnflufslinie des Horizontalschub es f}jj — Ji'ff(l.^u), 
erhält man bei voller Belastiiog mit jt> fOr den Schnitt tt im 

Stande s; von ^1 die ^einfache" Querkraft W~f(' — 2«) 
ff= pifjH' d u —p\X' a (l — w) du— ^— - — . A U3 der Gleichung 

I Jo Jo " 

ogenlinie y = ß..K{l — x) folgt weiter igf^i = *-~—Ai^ — 2^) 
"daher nach Gl. 19 
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■/ . ! 



Kl .11 II hier noch für den Fall, dafs der Träger ?od bei 
. iiit4>ioi (tuuktttu ab auf Strecken v und v\ oder in seinem Mittelteil 
'..i.tlioii tiiwou Strecken mit p belastet ist, die Normalbaft für 
M...ii III loiieiu Mittelteil liegenden Querschnitt bestimmt werden. 

!i.. -liiuii Kalie wird <«>./ = /' ^ — nnd 

,„ . / u)'Uh i- \7i\/-«')(///'=^Y:*'[t'2(3/-20-rr''(3Z-2i'')}. 

;.*»..;, iio Nunuttlkratt X* für Seitenbelastung 

, ^ /• ■ eos V' I o >i ^^_ , ^.^ ^^ ., _ ^ ,2^ _^ ^, (e.2(3/-2i;) 
Ol/ ^ 

».., Nuiumlkrai't A* für Mittelbelastung wird, weil diejenige 
.. .1« liüliwluun .N.,=^ A7-f- AT ist 

AuwendunjceD. 

'.. .-ijnrl l. lu Uiisi|»iel l S. 93 wurden für einen aus Blech und Winkel* 

,; »..r. -1 |..ii.il»ulisclieii Preinelenkbogentrfiger von 24" Spannweite ^^^ 

i . ;i!. .!. . ut. .iiu'i- gogcbenon Btämligen verteilten Belastung nebst ein*^ 

', .. .hili.i Kinzcllasittfu ilau gröfste Biegnngsmoment mit zugehörig*^ 

i: .11 t.i.uliii-i und itaruus unter Zugrundelegung einer RandspannanS 

.. ' I. i/u ■>..xlmittsabun»s8ungen bestimmt. Es sollen jetxt für jeneii 

I .., .,. Ir.iikbuijou, also nuter Fortlassung des Scheitelgelenkes dtf 

I I : ......... iix-ikl und die zugehörige Normalkraft sowie aus beiden di« 

,. I .. . .i-.iii Uiiudbitauuuugeu berechnet werden. 

I. I . . .1« Jim .uialhig klt>iut'U Pteilhöhe verwenden wir xur Bestimmung 

..! .1 I4..U , -liti Auu&herungsgleichung 27 S. 117 und setien A = '/4. 

..... hM..to ^imrBchuitt hat ein M'= —'—^ -f- J^ • ^, = "^^Qj^^ 

. ' »ivJ l ö • a8,6 : . i>08 000 cm* , j. = 1 26 -f- 2 • 3,5 . 20 = 266 cm* 

'. ,'. I rtl) «>«•» — 0,078 mJ. Mit /•=4«' und / = 24- wird 

\. rd. 0.00i\ ; . . :* ^ = ^_t = 0,0278, 

' • 'i l''» " '•»»■»«' i^t daher ':, = 0,0077 u U — m j. Das fuhi 

. ,, ,t ,•...*. j^.huotvu l'»r»bel .«.-ii xit der Pfeilhöhe 0,0077-- 

' i.JO' 
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IJaS gröüste BieefungBrnomont der wirkenden EitüeUastea entsteht etwa in 
dem Qaerschnitt x = j=B, für welchen y=^A'X{l —xj = 0,0278 ■ 6 (24— 6)=3 m 

„ jrt 

ist. Der Abschnitt a a' Fig, 54 ist danach — = -- ^ 2 . 

Damit liegt die Einflnfstigur für das BiegungBinoment fest. Wir machen 

noch Mfl"=tg55 = ^= l{l — 2 3i) = 0,0278 ■ (24 ^12) = 0,33, Terbinden 

<t" mit b and ziehen aJ(|a"& hh zum Qoerscluiittslot, danp ist aebd'da 
die Einfliifefiäcbe der Normalkraft 

Man überEeüjsrt sich kicbt, dafs das grSlBte Biegungsraoment sowohl, als 
auch die grüiste Normalkraft enteteht, vfena die mittleren dec drei griil'seien 
beweglichen Einzellasteo a 7,5 * im Querschnittslot steht und die Gruppe der 
kleineraa Lasten ä 5 * eich nach links auschliefst. Letztere bleiben indes 
ilites Ahatandes wegen ohne wesentlichen Einflufs. Danach ergeben täich in den 
Lastlct«n die aus der Figur ersichÜiehen EinttufBordinateo und wir erhalten 
mit 3^ = 3 als Multiplikator 

Jlfp^3(0,47-f 0,G7+0,44J .7,5 = 35,5"*, Qndnütco3 5P= ^ 



2'XV 



l"tl¥)V-¥) 



i 



— 0,95 als Multiplikator 



iV^= 0,95 (1,17 + 1,08 + 0,G3) 7,5 t ^ 30,6 t . 



Die ständige Last g — 0,1 ^ f.d. Mr. liefert nach GL 9 S. 123, wenn 
[ man g gleich 0,7 setzt 

Dad nach Gl 20 S. 131 

^ 0^7_0^ f ^^^^^g ^34 _ 2 . sy + 0,0077 ■ 34 4 = 13,2 1 . 

Im ganzen ist also 

Jf, „„ = 35,5 + 0,505 = 36,05 «• * = 3 605 000 ei^ ^s und 

N^ =20,6 + 1 3,9 = 33.8 * = 33 800 i=b . 
Daraus etgibt sich die gröfste Randapannung nach 61. 3 S, 70 za 

"' = '^ß- + ^^ = '^O^ ^* g«g«" SOO ^* beim Dreigeleuk- 
o^en, d, L rund 12*^/0 weniger, 

Beispiel 2: In gleicher Weise soll nun für den in Beispie! 2 S. 95 be- 
rachneten Dreigeletikbogenträger mit I - Querschnitt als Zweigelenkbogen fftr 
die dort angegebene Belaatiing die gröfste Raadapannung ermittelt werden. 




C 
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Nach Seite 95 \^t TF= 0,026 A« = 0,026 -46 »^2520 ™*, J=F-^ 
= 2520-33 = 580000«"*, i^ =0,084.46*= 178^1« «, -^=327*»»= 0,03J7<»', 

Kftch den D&rlegungeti auf S. 125 nehmen wir auch hier an, dala im 
Querschnitt bei si-=-^ =6" das gröftte Momeot auftritt. Füjr die bewegUclfl 
Last Uegt die Belastungsacheide nach Gl. 6 S. 123 im Abetande 

" = '- >t.i'./(?-^) ^^^- D.0278.0,oWg4^18 ^^^'^°""°"^"^^>^^^^- 
d, L 10,7« Ton ^. Die Belastung der Jetateren Streck« föhrt 20 M»ma±. 
Nacb GL 11 S. 124 wird mit g=%Q «nd p=l,2 

JlG«a.= ^i^^=^^ [2.(3-0,0278. 0,0078-24') 

+ 1,3 {3 +0,0278. 0,0078. (13,3*— 24*)}] = 1 1,0 »«t. 
Nach Gl. 35 S.9I ist für aj=3,l>"' cobjp = 1 '^ ^+{^^^^ {}-~^-^^ =^M- 

Bei TOÜer Belastung des Trägern mit jp-|-^ = 'i^2H- 1)2 =3,2 t würde 
daher nach Gl. 20 S. 131 im Querschnitt ss=^^ die Nonualkraft 
3,2-0,95 



iV, = - 



(3 ' 0,0278 (24 - 3 • 6)^+0,0078 • 24 ^) = 60,4 t . 



Wir denken uns jetzt, ura Nx för die dem Momentengröfstwert ent- 
sprechende Laatfitällung zt] erhalten, die 13,3 » lange Strecke Tom Kämpfer ^ 
ab im negatiren Sinne mit jp = 1,2 belastet und erhalten nach GL 20 S. 132 
mit t! = lä,3 "> und i\ = 

iV;= -^-1,2 [^^^^(24- 2. 6)13,3 «+0,0078. 18,3*(3'24-2. 13,3)1 

= 13,4 i . 

Die im Querschnitt wirklich tätige Normalkraft ist somit ^«= 60,4 --1 3,4 = 4Ti^ 
und die gröfeten KandspaBnungeo sind 

Ersiere tritt an der konr^ien, letztere an der konkaven Trägerseite auf. Die 
gid&te Randspannung tr^ ist hier um rund 12^/0 kleiner als boim Dreigelenk- 
bogenträger. 

Beispiel 3 : Welche gröfsten Randapannangen ruft eine über den Träger 
hinweg rollende Einzellast von P=:8t im Zusammenwirken mit der atändigen 
Terteiltea Last ^ == 2 Vm herror und wo entstehen dieselben ? 

Nach Gl, 15 S. 127 erzeugt die Laat P im Abstände ie Tom Kämpfer in 
ihrem Angriffaquerschnitte ein Moment 

Mp^ = P l^iizif). _^ x> ^i (; _ ^)l . Mit i = 0.0278 , A' = 0,0078, 
P=8t und i=24» wird itf>^=0,33 iufi^a:) — ö,0017a;^(24 — a;J*. 



* 



J 
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Die ständige Belastung ^— 2 1 bringt nach GL 9 in jenem Qn^tschnitte ein 
Moment Jfg^— i^a-ff = ff ^^ ~-- i^ — XÄ*P) hftrvor, d&A imt oMgen Werten 
für ;., i\ Innig aifih berechnet zu itf^^ = 0^017 -a; (24 — ar). Insgesamt 
_ent8teht daher in dem Querschnitte ein Moment 

Jf, = 0,347 (24 — x)x — 0,00 17 jj^ (24 — a;)» , 

Welcher Wert für ac— nnd x = l = 2i^ verschwindet, für ^ = "2" — 1^ 
einem Mimninm nnd fUr u: = 0,33 Z = rund 5^50 ^ und ic = 0^77 f = 
id 18,50 in zn einem Masimom wird, das Jfx„,„^ I7,6i»i/t beträgt. 

Die im Querschnitt j;=r 5,5™ herrschende Nonnalkraft, soweit aie durch 
ie ständige Yerteilt© Last g entsteht, wird nach Gl. '20 S. 131 mit p = g==2 */« 

Vff = '^ — {3.0,0378 (24 — 2.5,5) ' + 0,0078- 24 »J 

= 37.6*. 
Die EinzeUast &* ergibt nach GL 27 S. 117 ein H= 8 -0,0078 -5,50. (24— 5,5) 

= 6,35 1 uDd eine , einfache" (lotrechte) Querkraft Qj=Ä==^^^^'B=^,l5K 



Ißo nach Gl. 19 S. 130 und GL 34 n. 35 S. dl 



Nj>=- 



24 



= rand 8*. 



Mithin im ganzen JV, =i 37,6 + 8,0 = 45,6 * . 

T. .. j j- -ö j /45 6Ö0 , I76D0OOVt , ■ 

I/amit werden die EanaBpannungen trj=^ — l^^^-j- g-_^ 1 il, 1. 

a^= — Ö55at, otj^ + 439at und iwar «Tj au der Inoen- nnd ö-, an der 
^^Aursenkante deg QuerBchnittes. 

^^H VI. Der Bogenträger ohne Gelenke. 

^^^^ a) Aligemeines. 

^^ Der Bogenträger ohne Gelenke vermag an jeder Stelle, also 
I ancli in den Kämpferquerschnitteo gewisse Biegungsnioniente anf- 
zuDeluneii. Wir wollen in folgendem in den Ebenen der Käinpfer- 
qaerachnitte eine solche Einspannung voraossetaen, dafs der Träger 
hier wie in allen übrigen Querschnitten den angreifenden äufseren 
Kräften gegeaöber einen seiner Elastizität und Festigkeit ent- 
sprechenden Widerstand zu leisten vermag. Dieser rtStötzwiderstaod"* 
iteht für jeden K am pferquer schnitt in einer im Schwerpunkt 



136 JJrilter Ahschniit, ElaMüüat u. Fertigkeit eiitfuich tjrkrUmmter Stä 



desselben angreifenden, nach Grofse und Ricbtung unbekaiiDteD 
StüUkraft und in einem Stützmoment. Um also den äiii3«refl 
Gleichgewichtszustand klarzulegen, sind für jedes „Widerlager*, 
d. h, für jede der beiden „Stütz-" oder „Einspannungsibenen" 
drei unbekannte statische Werte zu bestimmen. Da hierftr cm 
die den drei statischen Gleichgewichtsbedingungen entsprechend« 
Bestimmungagleicbangen zur Verfügung stehen, ist der vorliegende 
ünterstützungsfall dreifach statisch unbestimmt, so dafs drei 
Gleichungen aus dem elastischen Verbalten des Trägers abgeleitet 
werden müssen. 

Wir wollen die lot- und wagerechte Seitenkraft ^i und H der; 
der linksseitigen Einscannung auf- 
tretenden Statzkraft und das dort 
herrschende Stützmonient Ali (vgL 
Fig. 55) als „statisch unbe- 
stimmte Gröfaen" ansehen. 
Ihre Bestimmung mufs wiederum 
der erste Schritt aur statischen Untersuchung des Bogenträgera o luai 
Gelenke sein. 





b) Bestiitimiiu^ der Stfitzkrüfte und der ^ttttEmoment« 
fär eine lotrechte Eiiixellast. 

Wir benutzen die Castigliano'schen Formänderungssatze 
S. 21) und denken uns zu diesem Zwecke den Träger nur an de* 
rechtsseitigen Widerlager unwandelbar festgehalten, an dem linkö 
seitigen aber frei und hier von den zu bestimmenden stattscbe« 
StQtzwerten als aktive Kräfte ergriffen. Als Belastung werde eiif^ 
lotrechte Einzellast P im Abstände it vom Kämpfer A vorausgesetr- 

üiiter dieser Annahme herrscht auf der Strecke zwischen — 
und P im Abstände .r von A ein Moment 
1) M^= A' r — IJ'if + Ji^, und eine Kormalkraft 

JV, =a j4 • sin ?) + H cos 9, während för Querschnitte a« 
' der Strecke zwischen P und B Moment und Normalkraft sich w^ 
folgt ausdrücken 

la) M^^ « ^ .r— P(.r— «) — l?-,v + Jf«, 

2i) .\\'^{A-'P}mti -^ II<m(p. 
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Ans den auf S. 101 iL 102 dargelegten Gründen kdonen in 
Gl. 4 n. 5 die Glieder, welche sin 9? enthalten, als verschwindaEd 



klein vernachlässigt und in Gl, 4 der Wert 



abgerundet werden. 

T)a der Bogenträger in seinem linksseitigen Endquerschnitt 
vorerst frei beweglich gedacht wurde, so stellen die partiellea 

Differentialquotienten %—, ^r-^ und ^-^, wie auf S. 21 und 2'2 

dargelegt, die unter der Wirkung der Kräfte A , H und P und des 
Momentes M„ eintretende elastische Bewegung des frei gedacttec 

Endquerscbnittes dar und iwar drückt *^ die lotrechte, Vr"? ^* 

^A £yli 

wagerecbte Yerschiebiing und --- die Verdrehung desselben aua 

Sind durch irgend welche Umstände hestimmte Beweguagea 
bedingt, so erscheinen durch die Gleichungen 4—6 die Stützwerte 
A, H und M.i festgelegt. In folgendem wollen wir eine atairo 
Stützung io den Kämpferquerscbnitteo, also letztere unbeweglicb 
annebmen. Eine tatsächlich vorhandene, etwa elastische Verschiel>' 
liebkeit oder der Einfiufs von Temperaturschwankungen lassen sicli 
ähnlich wie beim Zweigelenfcbogen berücksichtigen und sollen hier 
unerCrtert bleiben. Hiernach, und wenn wir noch überall gleicb^ea 
Trägerquerschnitt, also J konstant voraussetzen, nehmen die Gl. 4 — ^ 
folgende Form an: 



7) 



f' r' r' 1'' 

^ö Jo Jo J" 

8) = A'\x'^'iU—H-^Lt'd»^3lXv-d8'-P' Cv^'ds+P'U^a^'^ 

9) = 4-^1.*-^*-^' i V- ds + M„ [de- P' ^ai'ds+Pa ■ (ds. 

fO Jo Ja e'u Jh. 







Die in den Gleichungen 7—9 auftretenden Integral werte, 
nommen zwischen den Grenzen ^ — und (v=lf hängen ledig 1 ^^^ 
von der Form der Bogenmittellinie ab und stelle» 
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I 



Länge derselben, bezw. ihre Momeote erster und zweiter Ordnung 
in BezQg anf ein Achsenkreuz mit lot- und wagerechter Achse dar, 
dessen Nullpunkt im Kämpferpnnkte A liegt. Alle übrigen Integral- 
werte, genommen zwischen den Grenzen it and /, sind von der 
Bogenform und von dar Lage der Last P abhängig und 
drücken die Länge, sowie die Momente erster und zweiter Ordnung 
des Teiles der Bogenmittellinie rechts der Last P aus. Wir wollen 

bezeichnen die Länge der ganzen Bogenmittellinie ids mit X, ihr 
itisches Moment zur Y- Achse, \x-ds mit S^, zur A'- Achse, 
yds^Sj.; ihr Centrifügalmoment zum angenommenen Achsen- 

* f 

kieaz, Uvv-rfs mit C und ihre Trägheitsmomente za den beiden 
cbsen \a;'^-dB mit ^^, bezw. l.y-'rf« = ^*. Die gleichen Werte 

J J 

för das Bogenstöck rechts ?on P sollen die Bezeichnungen Li, 

^.)U iSsl. O.^ {%l und (XI erhalten. 

H Beachtet man, dafs mit .v^ = — und yy als Koordinaten 

^fe Schwerpunktes der Bogenmittellinie -£>, = , v^-i, 5^=-^'Z, 

^^==^o\Vö-^= "Hr\^o'^=-5^ wird, so kann man die GL 7— 9 mit 
Torstehenden Bezeichnungen wie folgt schreiben; 

P) 23, . „. i „ 2 
12) 



jfA-M+^.M,-j^\{%l-„.{s,)'^P^O, 



2 'S. 



2M. 



Durch Addition der GL 10 u. 12 und Lösung für M folgt 




M^P- 
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Ebeoso folgt» wenn man Gl. 12 durch -j^ dividiert, Ton Gl. ü 
abzieht und die eutatandeno GleicbuQg fSr .4 lOst, 

A - p MN:-"-(^.): i -2M(^>).'-"-4 | 



14J 



15) 



4 3,-/..;ä 
Nachdem 90 H oad A bekannt geworden, erhält man am Gl IS 



Um die Gl 13—15 zur Bestimmung dar statisch unbestimmt«! 
Stützwerte H, A und M^ zu henutaen, aind S^, $^, 3^» ^^^ C undl 
für die ganze Bogenlinie und für den Teil rechts von P äu ermitteliL 
Die genaue analytische Berechnung dieser Werte für eioe beliebig« 
Bogenform begegnet meist Schwierigkeiten, auch wenn die öleichuDg 
der Bogenmittellinie bekannt ist Nur für die kreisbogenförmige 
Mittellinie können die bezeichneten Werte in ähnlicher Weise, wie 
dies auf S. 118 für den Zweigeleokbogen geacheheo, analytiacb gfrun« 
wenn auch etwas umständlich entwickelt werden. 

Für die in der Anwendung am häufigsten vorkommenden wr- 
bältnismäfaig flachen parabolischen Bogenformen lassen sich, wie 
weiter unten gezeigt werden wird, mit meist hinreichender An- 
näherung bequem analytische Regeln zur Bestimmung von S^ i 
imd 31^ ableiten. 

Für andere Bogenformen ist man angewiesen auf ein 

graphisches V«rfahreii. 

Itebei kann die Bedtimmung der Momente erster und zweiter Ordiuiog 
der Bogenlinie in bekannter Weise geschehen, indem man die Teile 
derselben als Kräfte ansieht. Für jedes der in Frage kommende^ 
fünf Momente ist die Zeichnung einer besonderen SeUlinie erforderlich- 
Die Folweiten derselben wählt man dabei zweckmä&ig 90, dafs si® 
in tunlichst runden Verhältnissen zueinander stehen. 

In Fig. 56 ist die Entwickelnng der ftnf SeiUinien dargestellt 
Mit der Polweite / (Pol 0) ist zunächst die Seillinie I zu den Teil^^ 
Ol» 12, 23 usw. der Bogenlinie als lotrechte Kräfte gezeichn» ^ 
Die den TeilpunUen Q, 1, 2, a , . . entsprechenden Tangenten di«si 
SeilUnie .schneiden die Kämpferlotrechte durch .4 in den Fi 
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0\ r, 2\ 3' ... Zu den dadurch entstehenden Abschnitten 
ÖT, v¥, f¥ . . ., als lotrechte Kräfte in den Schwerpunkten der 

Bogenteile wirkend gedacht, ist sodann mit der Polweite -^ (Pol 00 

Fig. 56. 




^ Seillinie II gezeichnet. Zu denselben Abschnitten Ol', 1'2', 
2*3' .. ., als wagerechte Kräfte in den Schwerpunkten der Bogen- 
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tu *** (f Ol ^ > 

Durch EinsetzuDg dieser Werte in die GL 13—15 erhält mm 



21) 



22) 






?3 



^i _p «(I^M)^ (2'^ \ 



worin § = -.-2 iT <3en Terküizenden Einflais des Horizontalschubes J/ 



45J 

in Bezog aaf die Bogennaittellinie darstellt. 

Zum Vergleich© der ErgebnisBe nach dem graphisch-reclmeriechen Ver- 

^fahren {GL 16 — 18J and nach dem der aofllytiachen Annäherung (61. '20— ääl 

Kind in folgendem f^r eine puraboUsche Bogenform von jf =: !20 m Sp&Bnweit« 

Dd mit dem PfeilvorhtÜtnls /:(= 1:2,5 die Stützwerte H, Ä und M^ ßr 

Fdio Lait P= 1 in sieben symmetriHfib gelegenen Stellungen nacb beiden Ver- 

hren ermittelt und in umstehender Tabelle ansamniengestellt. Der Wert -p 

it dabei wieder zu 0,0004 l^ angenommen. Für die Zeichnung der SelUinien 
Qrde die Bogenlini^ in 40 Teile geteilt nnd die Last nacheinandt^r in sieben 
nTTietrisch gelegenen Teüpnnkt(m angenommen. Spalte 1 — 7 det Tabelle 
bnthaltf!« die der Figur entnommenen Strecken, während in Spalte 3—10 die 
nit Hülfe der Gl. 16—18 und ia Spalte 11 — 13 die aus den analytische» 
Lnnäheruugsgleichungen 20 — 22 berechneten EinflaJ'iJordJnaten ^j^, ij^ vind i^j^^ 
verzeichnet sind. 

In Fig. 57 & sind die EinäuTsUnien dargestellt, vosu bemerkt wird, d^fs 
Sie gestrichelten Linien den Ergebniaseu der analytischen Anaiherungsmethodej 
ntsprechen. 

Der Umfltand, dafs nach den drei statiaclien Gleichgewicbtabedingungen 
i.JUe £^- Werte in zwei aymroetrisch gelegenen Punkten einander gleich sei 
Idie J.- Werte sich zn P^ bezw. 1 ergänzen müssen und das Einspannuni 
rmomeut Ma für die Lastiage in irgend einem Punkte gleich dem Eiüspannungs- 
taemente Mb für die Lasfclage in dem Byrnmetrisch gelegenen Ponkte sein mnTs, ' 
Utrt ^ich ab Kontrolle der Ergebnisse benntzeD. fl 

Während beide Verfahren nach Spalte B und 12 für die lotrechten^ 
SlftikTifte fast durchweg gleiche Worte ergeben, weichen nach Spalt© 8 und 11 
fit H-Werte bia iu rund 7 "/o voneinander ab. Die Einspann ungsmoraeate 
4eu sich nach Snaite 10 und 13 in ihren negativen Qroüetwerten 
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Äs in Tund l^'/o- Und zwar fallen sowobi dieif-Werte als die Ma-Wette nach 

lem nnnljtlEChen Annäheraüg'sTärfahTeD in dem bezeicluseten Mafse gi'dfsef aus. 

Diese gröfsten Abweichungen treten jedoch nnr lÜr Lflatimmte L&gen 

laiier Einzellast ein. Bei gleich z^sitiger Belastung gröfaerer Trägersfcreckfl» 

eichen die Ergebüisse beider Methoden erbeblich weniger voneinander ab. 
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berechnet. 


0,0 


26,66 


13,33 


12,96 


18,45 


31,8 


13,00 


0,0 


1 











3,20 


21,33 


12,30 


11,78 


18,35 


— 


13,70 


0,16 


0,92 


—1,30 


0,165 


0,93 


— I^S 


5,10 


18,66 


12,35' 


10,35 


18,15 


— 


12,10 


0,31 


0,83 


-1,0& 


0,395 


0,84 


—1,08 


7,40 


16,00 


11,521 


8,58 


17,65 


— 


11,00 


0,46 


0,69 


-0,45 


0,49 


0,69 


^0,39 


10,00 


13,33 


10,35 


6,48 


16,60 


— 


9,15 


0,53 


0,50 


+0,34 


0,57 


0,50 


+0,54 


12,60 


10,66 


8,88 


4,38 


14,94 


— 


6,86 


0,46 


0,31 


+0,75 


0,49 


0,31 


+ 0,90 


14»90 


8,00 


7,05 


2,60 


12,44 


— 


4,40 


0,31 


0,17 


H-0,62 


0,325 


0,16 


+0,79 


16,80 


5,33 


4,92 


i,iö 


9,08 


— 


2,14 


0,16 


0,08 


+ 0,30 


0,165 


0,07 


+ 0,45 



Ie) Bestimmimg der Eäiupferdnickliiiie und der Eämpferdrack- 
iimkülJiiugijiiiiie, 
Die unter b eriiiitteltea statisch unbestimmten Stützwerte if, 
A und M^ , von denen wir uns M und A , bezw. deren Mittelkraft, 

den Stützdruck TT";,, im Schwerpunkte des Einspanunngsquerschnittes 
angreifend zu denken haben, können in ihrer Wirkung auf den Bogen 
ersetzt werden allein durch den Stützdruck Wa in eDtspracbend 
parallel verschobener Lage. Der Verschiebungasinn und die in der 
Richtung dea Sämpferlotes durch A gemeasene Verschiebungsatrecke 
AA^—t,^ (vergi Fig. bla u. 58) haben dabei die Bedingung 
M't.^—Ma zu erfüllen, wobei dem positiv gedachten Moment J/« 
eine Verschiebung („ aufwärts und umgekehrt entspricht. Der 
Fig. 57 a u. 58 angenommenen Lastlage kommt ein negatives Moment 
Ma und eine negative (abwärts gekehrte) Strecke U zu. Tatsächlich 
stellt IVa in dieser Lage die Mittelkraft aller im Einspannungs- 
querschnitte auftretenden, im Gleichgewicht der Kräfte vom Wider- 
lager auf den Bogen ausgeübten Spannkräfte dar. Mit dem 
Stützdruck H'« in dieser Lage ist auch der Schnittpunkt S seiner 
Richtungslinie mit derjenigen von P bekannt geworden, durch den 
auch der StQtzdruck \]\ in B gerichtet sein mufs, weil TT«, P und Wb 

Keßk, ElaaliitttfttslisLre, 11, 10 



Fig. 67. 
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, einzige auf den selbst gewichtslos gedachten Bogeo wirkende 
äfle das äafsere Gleichgewicht desselben bedingen. Da aufserdem 
3 der Bedingung der Nullgleichheit aller lot- und wagerechten 



Fig. 58. 



*i> 



-ff 




B 






äfte Wb durch seine Seitenkräfte 

und B=^P^A nach Kichtung 
d Gr@fs6 bekannt geworden ist, 

liegt mit jf^ and P auch der 
shtsseitige Stötzdruck Wt völlig 
it. Bestimmt mau den Punkt S 
r eine hinreicheode Zahl von Lagen 
r Last P, so erhält man in der 
srbindungslinie der Punkte S die 

^. Eämpferdruckliitie. Die den verschiedenen Lagen der Last P 
tsprecbenden Bichtungslinien der Kämpferdrücke M", und Ifi^ um- 
illen und legen dadurch fest eine Kurve, die sog, Kämiifcrdruck- 
ahüJluugslime, 

Sind die Einflufslinien ach von if, <iigb von A und adeb 
>Ti Ma (vergl. Fig. 57 6) bekannt, so kann man beide Linien leicht 
ie folgt zeichnerisch bestimmen: Man macht (Fig. 57&) ah — rja, 

K^M^f tKA^ = l (Längeneinheit) und zieht il^hk, dann ist 
~ =^-^ = fg . Ferner werde in Fig. 57 a unter Beachtung 
a k 7) ff 

esYorzeichens von ij^f^ und l, ji^j = i.^, in Fig, 57 b ms=i^n=rq 
em&cht und p mit s und q verbunden. Man erhält dann iü ps 
ie Stfttzkraft Wa^ und in qp diejenige W^ für eine Last P—1 im 
k^hatande tf voii A. Zieht man jetzt durch Ai die Biehtungslinie 
cm IF; parallel lu ps, so erhält man dadurch den Punkt S, durch 
Len die Richtungslinie von M't parallel zu qp gehen mufs. Letztere 
chneidet die Stötzlotrechte durch B in B^ wodurch 4 festgelegt 
ät. In gleicher Weise können für beliebige andere Laststellungen 
IJe entsprechenden Punkte 5 und die Richtungslinien der zugehörigen 
^tfttzdrücke \K nnd Ifi» und so die Kämpferdrucklinie und die 
Jämpferdiruckumhüllüngslinie bestimmt werden; erstere D'OE' weist 
ör parabolische und ähnliche Bogenformen schwach konkav nach 
^ben gekrümmte Form auf; letztere besteht aus zwei getrennten 
'ymmetrischen Teilen IIJK und JI^JiK^, deren jeder zwei Zweige 
^Ufwtiistt welche sich tangential an die Biehtungslinien A^ und B2C' 
jgr Kämpferdrflcke für die Laatlage in der Bogenmitte anschliefsen. 
^~ 10» 
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Es sei hier noch darauf hiti^ewieseti, dafs, wenn die Ricfattmgaliiiie 
der Last P durch den EinflnisDallpankt n des Einspannungsmomentes 
M„ geht^ ta gleich Null wird» Wa paturgemäö durch den Kämpfer- 
punkt .1 geht, ^1 mit A zusammenföllt; ferner dafs, je Qachdem P 
rechts oder links von der Belastüngs scheide n sich befindet^ 4 gröüier 
oder kleiner als Null wird» J^ ober- oder unterhalb A liegt 

Mit Hülfe des analytischen Ännäherungsverfahrens erhält man 
aus den GL i>0— 22 zunächst 



und bei den ans Fig. Ö8 eraichtlichen Bezeichnungen ffir deo 
Richtungswinkel ot des Kämpferdruckes \\\ 

Aus GL 23 u. 24 erhält man als Gleichung der Kantpfer- 
drucklinie 



25) 



j=-/(l + ö^)' ^^ hierin r von y 



unabhängig ist, ergibt sich mit Hülfe des analytischen Annähernngs- 
verfahrens die Kämpferdrucklinie als wagerechte Gerade DK. 

Mit ^-O,00ü4P und ^ = ~. also ^ =- ^.Ö««»«»^' 



r- 



= 0,028 



wird nach GL 25 z=l,22^ wohingegen nach dem genaueran 
graphischen Verfahren für die Bogenmitte z = 1,28/ aich ergibt. 

Der lotrechte Abstand v^ (Fig. 58) des Angriffspunktes A^ des 
Kämpferdrnckes Wa von der wagerechten geraden Kam pferdruck' 
linie berechnet aich nach Fig. 58 und GL 24 zu 



26) 



Va = z+U 



■YA^i-y^-^su 



während der entsprechende Abstand vt, für die rechte Seite durch 
Vertauachung von n mit l- — u. erhalten wird. 

In Bezug auf ein Koordinatenkrenz mit D als AnfangspuoW 
erhält man als Gleichung der Richtungslinie des Kämpferdruckes ff' 
nach Fig. 59 
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tU-ä—,^ 



Nach der Lehre von den ümhüllungslinieii but 
an, um die G-leichting der UmhülluDgslinie zu er- ^^^- ^^• 
ilten, die Ahgeleitete Yon y nach dem sog. P&ra- 

eter u der Linienschar, ^^ gleich Null zn setzen, 

d (t 

iraua u zu berechnen und in Gl. 27 einzuführen, 
nter Fortlassung der unveränderlichen Faktoren wird 

j^, . also I + ^^ = — Fi und 1 — — = 




M = 

I 



■il — .?■' 2// 2,r w t 

Das ergibt in Gl. 21 eingesetzt 



Man erkennt hieraus, dafs das analytische Annäherungsverfahren 

einer Hyperbel als ümhftUungsJinie führt. 

Eine symmetriacbe Kurve gilt für das rechtsseitige Widerlager. 

Q Symmetrielot des Bogens in einem Punkte F mit den Koordi- 

f 8 

Lten .17 =g und i/ = -^/(H-^) treffen beide Linien in gemein- 

»mer wagerechter Richtung l-*^=ol zusammen. 

Die nach dem genauen graphischen Verfahren und auf dem 
fege analytischer Annäherung ermittelten Kämpferdrucklinien und 
ämpferdTuckumhüllungalinien sind in Fig. 57 a in den Linien D'CE' 
miDE, bezw. JUK, HiJ\K^ und R'FH^' einander gegenüber- 
Sastellt Danach zeigen beide, besonders aber die Kämpferdruck- 
imhüllungslinien in ihrer Form erhebliche Abweichungen voneinander, 
'rotzdera führt auch die Benutzung der auf dem bequemen 
analytischen Wege zu gewinnenden Linien bei ßegenträgern mit 
<!bT^äclieren Pfeil veih II tnissen zu praktisch meist befriedigend genauen 
^gflbnissen. Bei steileren Bogenformen freilich wird mau gut tun, 
l^e vielleicht vorläufig auf analytischem Wege gewonnenen Ergeh- 
'isse durch das genauere graphische Verfahren zu kontrollieren. 

Der Punkt F, in welchem die auf analytischem Wege er- 
laltaen beiden Hälften der hyperbolischen Kämpf erdruckumhüllungs- 
äie sich berühren, ist noch einer fruchtbaren Benutzung ahig. 
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Nach Gl. 26 ist (^ + '^) : u = *■« ; ^/(l + §). Macht maß 

daher in Fig. 60 bei eioer LaatsteUang im Abstände » von Iß 
GJ—tt and zieht von J über 



/' 






Pig. fio. 



J^ die Gerade »T^j , so erhält 
naan in ^^j einen Punkt der ^^=^---ih 
Richtungslinie des Kämpfer- 
druckes ir„, der für die be- > ^ -^^ 
zeichnete Laatstellung durch 8 
gerichtet sein mufs. Macht 
man ebenso GJ' — l — «, so ' 
erhält man im Schnittpunkte i / 
By der Geraden von /' über y 
F mit dem Kümpferlot durch 

B einen Punkt der Richtungslinie des rechtsseitigen K9mpferdruckes 
Hft, der gleichfalls durch 8 geht So läfst sich in verhältnismüfeig 
«infacher Weise die Schar der Tangenten der Kärapferdrockunabüllnngs^ 
IJnie und damit diese selbst gewinnen. 

Die KäDQpferdrucklinie und die ümhallungslinie bestimmen nun 
die Widerlagerkräfte W^ und Wi,^ welche von einer Einzellaat P 
hervorgerufen werden (vergl. Fig. 
57 a und Fig. t>l), vollitändig; Vom 
Punkt 1^ aus, in welchem die Last 
die erstere Linie schneidet, zieht 
man je eine Berührungsgerade an 
die beiden Hälften der Umhällungs- 
linie und hat damit die Riehtujigs- 
Hnie W^ und H^. Dorch Zerlegung 
von P nach diesen Richtungen erhält 
man dann auch in den umgekehrt genommenen Seitenkräften die 
Gröfsen der Stützkräfte n; und W^ 



d) Sttttiskrilfte und Stützmoinente fÖP beliebige lotrechte Belastung. 

Handelt es sich um Einzellasten, so können entweder die genauen 
Gleichungen 16 — 18 S. 142, oder die Annäherungsgleichungen 20— ^t 
S. 144 unter Einfügung der betreffenden Lastabstände n zur Berech- 
nung der i/-, .4' und J/„- Werte benutzt werden. Sind nach jenen 



Fig. 61. 
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Gleichungen die Einflufslinien für die H-, A- und J/«- Werte ent- 
wickelt, so erhält man diese selbst in der Form i^P-i/. 

Komint gleichraäfsige Belastung einer Strecke oder des ganzen 
Bogeoträgers in Betracht» so findet man jene Stützwerte aus dem 
zwischen den Grenzloten der belasteten Strecke liegenden Teil Fe 
der betreffenden Einflulsfläche in der Form F^-p, 

Werden die analytischen Ännähernngsregeln Gl 20—22 S. 144 

benutzt, so erhält man aus GL 20 mit P~l 7^ff= —- .'.,., -[ - 

und, wenn der Träger auf einer Strecke von n — Q bis u gleich- 
mäfsig mit p belastet ist, 



1) 



3) 



Und ebenso nach GL 21 u. 22 

A'^ =pAi]^ dn = I \ il- oni + 2H)d a^p u f 1 - "! + \ y] 

t'r) t V f.* ^ f / ' 

iM.);^P'\ijM,^du^f^\^^^^ 



^'* »2 dl ^4.1^ 2(1 +/J 



Der recbtsseitige lotrechte Stützdruck ergibt eich aus der 
Gleichung der lotrechten Kräfte zu 






Ana der Momentengleiehung in Bezug auf den Kämpferpunkt B 
endlich 



5) 



J(l u 1 H^' 



W /l _1 M 1^1 



l 



2(1+.^) 
pt die ganze linksseitige Bogenhälfte heiastet, so wird mit v = ^^ 

■■""^rnny ^)-'-^=i^'' 8)--^=32'"' 
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Für die Abstände t„ und t^ erhält man bei dieser BekstODg 

Die BelastttDg des ganzen Bagens mit ^ liefert nach Gl 1—5 
mit (( = / 

13)^=5=^. 14, J^=,^^j «»d lö) . . .M,=.tf.= -£jji,. 

Für dieaen Belastunpfall greifen die symmetrisch gericbteteo 
Eämpferdrücke W'^ und U'^, in gleichen Abständen 



IG) 






unterhalb der Endpunkte A und B der BogenEüttellinie an. 

Mit / ^ wird der eingespannte Bogen zum eiogeBpftnnteii gefaiUn 
Balken, ^= cao , rr4-^= 1 und Ma = Mb~ — --r,j , wie Teil 1 S. 138 Gl, -i a. 

Ist der ganze Bogen gleichmäfaig mit g und eine Hälfte, etwa 
die linksseitige, mit p für die Längeneinheit bedeckt, so wird osLcb 
Gl. ti n. 14 



••^ 10/(1 +s')' 



19) 



20) 



J/,= 



9l' 



h ^ 






12 1 + if 64 1+if 



und nach GL 7 u. t3 
und nach Gl. 9 Q. 



-iä"'-i/-^-i 



—Ü'ifj+t'^-^Ä"--!/-' 



e) BiegungjiniomeutT Quer- und Normaikraft iu einem 
beliebigen Trägerqaerschnitte. 

Nachdem für eine beliebige lotrechte Belastung des Bo^ 
trägera die das äuiaere Gleichgewicht herstellenden Stützkräfte belc*' 



*1 
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sind, kajiB die Ennittelung des Biegungsmomentes, der 
mal- und Qnerkraft f^T irgend einen TrägerquergchDitt in be- 
iter Weise geschehen. 

.In einem Qaerscbiiitte im wagerecfaten Abstände ^ von A 
\^ ©ine Last F recbts desselben im Abatande tf von A {Fig. 55) 
Moment 

M,,=^A'.T — H'ij-\-3f^ 
nne Last links des Qaerschnittes ein solches 

M, = A '.r - P{x^ >f)-H-2J + M^, 
die von P abhängigen Stütz werte vi, i? und M^ aus den 
5—18 a 14^? oder aus GL 20—22 S, 144 zu entnehmen sind. 
Die in dem gleichen Querachnitte auftretende Querkraft berechnet 

EU 

Q^ = J. - COS <?s — if gin <p , 
die Last P rechts des Querschnittes liegt, und zu 

Q^ = {A — P) cos <?? — ^sin r/?, 
die Last P links vom Querschnitt sich befindet. (7ergl. S. 76 Gl. 6.) 
Ibenso erhält man die Normalkraft za 

A",=-yl'Sin<p + //cosq:?, wenn die Last P rechts und 
N^ = {A — P) sin fp + i/ cos 9? , wenn sie links vom 

schnitt sich befindet. 

Älit Hülfe der Gleichungen 1—3 können auch die Einflufslinien 
iiegungamomentes, der Normal- und Querkraft für irgend einen 
Schnitt leicht aus denjenigen für die Stützwerte A , H und 3h 
itet werden. In Fig. 57 e sind die Einflufslinien der Gröfsen 
und N^ verzeichnet für den Querschnitt tt im Abstände 

des in Fig, 57 a dargestellten Bogens. Die Belastangsscheiden 

Biegungsmomentes und n' der Querkraft können auch wie 
bestimmt werden: Zieht man durch den Achspunkt G des 
ichnittes eine Tangente an die Kämpferdruckumhüllungslinie, 
alt man in deren Schnittpunkte N mit der Kämpferdrucklinie 
linflufsnallpunkt für das Moment J4, denn eine durch N 
itete lotrechte Last P wirkt in dieser Lage nur durch den 
erzeugten Kam pferdruck IT";, auf den Querschnitt ein, durch 

Schwerpunkt sie gerichtet ist 
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Zieht man ferner eine zur Schnittlinie tt senkrechte Tangente 
an die Kämpferdruckumhüllungslinie, so erhält man in deren Schnittr 
punkte A'i mit der Kämpferdrucklinie den Einflülanullpankt det 
Querkrafi Q^. i\" mufs also lotrecht über n und iV, lotrecht über 
n{ liegen. Sind daher die Kämpferdrucklinie und Eämpferdrack- 
nmhüllangslinie für einen Bogen gezeichnet^ so kann man etwa in 
Frage kommende bewegliehe Belastung leicht in die Stellang gröfslen 
und kleinsten Momentes oder gröfster und kleinster Querkratt ^r 
irgend einen Querschnitt bringen und dann diese Gröfat- und Kleinst- 
werte selbst mit Hülfe der Gl. 1—3 ermitteln. 

Hat der Bogenträger flach parabolische Form, so dafs zur 
Bestimmung der statisch unbestimmten H-, A- und Jf^- Werte die 
analytische Ännäherungsmethode Anwendung finden kann, so erhält 
man unter Benutzung der in Gl. (> — 10 S. 151/152 für gleichmäisige 
Belastung der einen Bogenhälfte berechneten //-, .4-, /?-. J/,- u. Mr 
Werte beispielsweise das Biegungamoment M„ im Scb eitel querschnitt 

des symmetrisch gedachten Bogens nach Gl. 1 mit a; = ^ und y=/ m 



4) 






Iß/d+s*^) ^64 1+^^ 48 l+.r 



Bei voller Belastung des ganzen Bogens mit p wird unter 
Beachtung der Gl 11 — 13 

pl'-f pP f _pP l_ 
12 






2 2 2 4 8/(1 +~i 



l + f 24 1 + r 



f=co, 



Mit f^O wird der eingespannte Bogen zum eingespannten geraden ßälkeck^ 



1 + f 



= 1 uod daher Mm^^= 



24 



vrie TeU I S, 139 Gl. Sa. 
Fig. 62. 



.4'^ 



Bei Belastung der einen etwa 
linksseitigen Bogenhälfte (Fig. 62) 
wirkt an der unbelasteten rechts- 
seitigen Hälfte als äufaere Kraft nur 
die Stützkraft TT^, bezw. deren Seiten- 
kräfte B und H. Denkt man sich 

die Zerlegung im Scheitelquersehnitt ausgeführt, so erkennt m^ 
dafs die Seitenkraft H allein das in Gl. 4 berechnete Moment Äl„ 
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leisten hat Der Abstand c zwischen S und der BogenmittelÜDie 
im Scheitel mufs somit die Bedingung erfüllen cH=Mn, woraus 
man unter Beachtung der Gl. 6 S. 151 und GL 4 erhält 



6) 






Fig. 63 



J." 






*^H 



k 



:r 



^V Bei Yoll mit p belastetem Bogenträger müssen wegen der 
r herrschenden Symmetrie die beiden Bogenhälften im Seh eitel quer- 
I schnitt eine wagerechte Normalkraft, nämlich die in GL 14 S. 152 
berechnete Horizontalkraft H auf- 
einander ausüben. Diese erzeugt 
I das in Gl. 5 berechnete Moment J/,„, 
und ihr lotrechter Abstand f von 
' der Bogenmittellinie (Fig. 63) mufs 

Ellao sein 
r Die Erliebnng der HoriaoDtalktaft // übtir die BogenmittelHmie im Scheitel 
ist also för folle Belastung des ganzeu Bogewa ab me bei halbseitiger Bolastang 

c = ^-^, während die Senkung der Kämpfer-widerstäiide Wa «öd Wb nnteT 

o 
die Bogenmittellinie in den Kam pferp unkten A und B bei voller gleich- 

2 
mäfsiger Belastung des Bogeus doppelt soviel ta^=tb=^-^f'S flusmaclit Beides 

o 

ist eine Folge der elaetlscheo YerkürzDng der Bogenmittellinie durch die in 
den einzelnen Bogen (Querschnitten tätige Nomialkraft, die im wesentlichen der 
Horizontalkraft i/ entspringt. Bei VemachliiSBignng dieser in Gl, 7 S. 13S 

durch das Glied Hl^ anagedrückten Verkürzung würde f^^O und daher 

auch c und ?>, = f(, :== 0, sowohl die Kämpfelkräfte Wa und Wbt als der 
Jori2ontalechub H wurden in der Bogenmittellinie angreifen. 

Bei gleichmäfsiger Belastung des ganzen Bogens mit g und der 
linken Hälfte mit ^ bleibt der Abstand c des Horizontalschubes M 
Ton der Bogenmittellinie im Scheitel nach Gl. 6 u. 7 ungeändert. 
Man erhält daher nach Gl. 17 S. 152 das Scheitelmoment zu 



M^^Hc^ 



481-hf 



(2/?+p). 



Sind für irgend eine beliebige Belastung des Bogens mit Hülfe 
ler GL 16—18 S. 142 oder 20-22 S. 144, oder 1—3 S. löl die 
itfltzwerte ^1, B, B, J^„ und Mi, und damit auch die nach Lage» 
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Richtuiig und Gröfse gleichwertigen Stützwider stände FF« und H\ 
bel^annt geworden, so erhält man die in den einzelnen Bogenquer- 
schnitten auftretenden Biegungsmoroente» Normal- und Querfcräfte 
am übersichtlichsten, indem man zu der gegebenen Belastung mit 
der Horizontalkraft H als Polweite ein Seileck durch die Angriffs- 
punkte Ai und Bi der Kämpferwiderstände zeichnet. Dieses atellt 
im Sinne der Darlegungen auf S. 68 u. f. in Bezug auf die äufaeren 
Kräfte die „Mitte 1 kr aftlinie*^ and in Bezug auf die inneren 
Spannkräfte die „Spannungsmittellinie'* dar und kann, wie dort 
erläutert, zur Ermittelung der Momente, Normal* und Querkräfte in 
den einzelnen Querschnitten benutzt werden. 

Denkt man sich die danach auf irgend einen Querschnitt 
wirkende Mittelkraft in ihrem Schnittpunkte mit der lotrechten durch 
den Quer9chnitt93chwerpunkt in eine lot- und wage rechte Seitenkraft 
zerlegt, so erscheint das Biegungsmoment lediglich durch letzteren. 
den Horizontalschub H, erzeugt und man erhält es, wenn ?; den 
lotrechten Abstand beider Punkte bezeichnet, in der Forna ijH. 

In Fig. 58 erscheint der Linieiizng Ai^SB^ ali MittelkfaftHnie tur die 
BinzellABt P und die s^chrafüertd FlÜcho stellt sich ah Moiuenteolläehe 
flSt die Polweite H, 



Anwendungen. 

Beispiel I : Der paraboliache BlflchbügeotrSger Beispiel 1 S. 93 von 
24,0 m Spannweite, 4,ü ^ Pfeilböh*? mit dem dort berechneten Elberall gleichen 
QtiaTSchiiitt vtm h = 67 ™, 2*'= 2iy6 c^^ W=B2lb™* und J= 208 000 cm* 
werde ohne Crt^tenke atisgefQhrt, also beideräeita fest eingespannt und habe 
wie dort eine ständige ßelaatnng ^ ^ 0,7 t f. d. M., aawie die in Fig. 44 be- 
zeichneten beweglichen Kiazell&eten zd tragen. Welche gröreten Rand Spannungen 
treten in den Ein9panDUQgsi[aerschnitten ein? 

Wir benutzen bei der Torliegenden flachen Bogenfurm die analytisch! 
Annähenmgsgleichungen nnd erhalten bei den gewählten Querschnitts- 



PfeilTerhältnissen f =; 



45 



45 308000 



~ = Ü,055. Die gröf ste Ran d- 




4 F/^ 4 266.(400) 
Spannung entsteht in den EinspaunungsquerscImitteD und die bewegliclien Lasten 
Bind ao zn st^^Uen, dafs das Einspannungsnioment eeinea positiven und nega- 
tiven Grßllstwert annimmt, Um erateren herbeizufuhröu, sind die drei grofsen 
Einzellasten (Lokomotiv -Rad drücke) so tu stellen, dafa die mittlere derselben 
mit der grölsten positiven Einflals Ordinate fit/fl.™^^ znäammenfälltj es finden 
dann nach dein nächsten Käiupferquersclinitte hin necli zwei Tender-Eaddrüc 




Platz auf dem Träger. (VergL Fig. G4 rechts ) Um den negatit'eo Grofetwert 
(relativflB Mioimum) von M^ zn erhalteTi, sind die Lokomotiv-Eaddrücto m zu 
stellen, dafs der mittlere mit der gr<>fsteü negativen Einflufsordinate ij^f 
zuBaininenfallt;, die kleinern (TendeF-)Kaddnick© aber, da sie in das Gebiet des 
poaitiveD Einflusses fallen worden, Tom Träger fern gehalten werden. {VergL 
Pig. 64 links). Nach GL 23 S. U4 erMlt man die AbazieBen « und «' der 




grofsten positiven und negativen Einfinfaordlnaten von Ma ans der Gleicbung 
-j-^^0 zu «^ 15,8 m und **' = 3,9bi. Das führt an den ans Pig. 64 

ersiehtlicheD Stellungeü der boweglicben Lasten. Die Lage der Belaatungs- 

richeide ergibt sich ans Gl 32 S, 144 mit Jf« = in 9,711 Abstand von A. 
I Sind die BinfinfBlinieo der drei eta tisch nnbestimmten Stützwerte A^ H 
und Ma gezeichnet, so erhält man die in den vorbezeichneten Stellungen von 
(Jeia Lasten erzeugten Stützwerta selbst leicht in der Form IP-rj. In vor- 
legendem Falle berechnen wir dieselben ans den GL SO — 23 S, 144, indem wir 
nacheinander die in Fig. 64 bezeiclmeten Abszissen der Kiozellasten einf&hren. 
Für die Lastetellung Fig. fA ünks wird 
^^ Ap = 7,35 + G,95 + 6,55 = 20,75 1 , 

^m Ä> = L4 + 2,96 + 4,74 = 9, l * , 



^«y^™p» = -(lM+12,6 + n,5)=-35,5"'/t und för 



IbiL 



Xiaetetellnng Fig. 64 rechte 

Ap= 3,04 + 3,0-2 + 1,4G + 0,19 + 0,04 = 6,35 * , 
if>= 9,25 + 8,10 -J- 6,61 4- 1,14 + 0,30 = 25,40* , 
^«Pma.= (7.3 + "^.^ + 7,1 + 1,58 4- 0,43) = 24,1 m/t. 



Die ständige verteilte Last 5! = 0,7 t erzeugt nach GL 13— 15 8.152 
folg^-^jg Stßtzwerto 



A = 4^^ = ^0,7. 



24 = 8,4 t, 
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„ ijU ^ 0,7-24^ 0,055 ,_, ^ 

Im gunzeo entstehen also bei der Laststellung Fig. 64 links die Stütz- 

kräfte A = 20,75 + 8,4=29,15 1 , H= y,l + 12,0 = 21,1 1 und 3f« = -35,5 

1,75^—37,25 n>/t und für die Laststellung Fig. 64 rechts J. = 6,35 + 8,4 

--^ 14,75 t, // = 25,40 + 12,0 = 37,40, und 3f« = -|- 24,1 — 1,75 = 22,35 «/t. 

Die Normalkraft N,t im Einspannungsquerschnitte wird nach Gl- 5 S. 76 
iVr« = yl • sin f9 + 7/ • cos f> , worin f> Neigungswinkel der Tangente an die 
HoKenmittellinie in A ist Nach Gl. 34 u. 35 S. 91 wird mit « = und 

/ : /=V« cos^=l; /"l +(4.Va)»=0,83 und sin^=«/8 : I^T+II- Ve)2=0,55- 
Mitliin wird flir die Laststellung Fig. 64 links A'«= 29,15 -0,55 + 21,1 0,83 

■ - ;J3,5 t und fllr die Laststelluug Fig. 64 rechts iV«= 14,75 -0,55 + 37,40 0,88 

-39,1 t. 

l)ie erstere Laststellung ruft im Einspannungsquerschnitt folgende Rand- 
Hpannungen «r, in der Aursen- und <t., in der Innenkante hervor: 

"j = - (lil + -sTi)"'' "■ '•■"=+ '■" """■— ^•^«•'- 

wfthrHud die zweite Laststellung 

Dor AiigrilTHpunkt der Normalkraft N^ im Einspannungsquerschnitte 
li<-l A ll«gt Im MrHteti Uolastungsfalle in der Querschnittsebene gemessen am 

4/* --'«u* li 'f»»«! 1,10 "> unterhalb und im zweiten um ^^^-r = 0»'^6" ^^^^' 
liull» liiiii QiKirHrhnittHBchworpuuktes. 

Din grörHton Momento und Xormalkräfte, bezw. die gröfsten "Rva^' 
i\ninuw\nm in Irgiuid oinom anderen Trägen}nerschnitt könnten mit Hülfe der 
KiniluMiiiliMi Kljf. ."i"«- oder mit Hülfe der Gleichungen 1-3 S. 153 ermittelt 
(Vtiiiliin. Mull llhorKiiugt »ich indes bald, d&k diejenigen in den Einspannung^' 
• |iibrei<:liiilUiMi dlo grnfMton sind. 

Ii«liipl«l a: l>or llogontrager Beispiel '2 S. 9.') von 24"» Spannweit «»• 
4"« IM«llhöh«) und mit olntMU Oberall gleichen I - Querschnitt Ton 45,5 *^ 
II.Ui.i, A .|7H«'mJ i^uornohnittstläche, ir = 2.r20 em» und J=58 000 <'•** 
^li litiiilitrHiüiii t'tiHi ttliigoHpauut und habe eine ständige gleichmäfsige Belastt*-^ 
</—*.',() t und hIuh bowoglicho ;)=:l,2tm zu tragen. Die gröfsten Ra"**-' 
bpaiiniingtiii in iloii KiuHpannun.irsqaerschnitten sollen bestimmt werden. 

,, .... _ 45 ./ 4.") 5S000 . ^.^ 

Kö wird hwr c . • . ■.— -.• .,- . — =0,023. 
»/••/- 4 1m-400- 

Döu Aliataiid i<„ der Mtdastungssoheide für das Kinspannungsmoment %?^ 
Kiimpt'ür A «>rhüll mau muh Gl. 22 S. 144 für M, = ö lu Mj = 9,7in. 
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Die volle Belastung mit g = 2,0i liefert nach Gl. 13—15 S. 152 
2-24 2-24 -^ 2.24» 0,023 .,_.. 

^-=24t, ^.=8:47T;ö23=^^*"^«i'= 12" -1:023 =-^'^^ */"• 

Die Belastung der Trägerstrecke «„ = 9,7"» mit der beweglichen Be- 

^S P= U2 Vm ergibt nach den GL 1—3 S. 151 mit y = |!^ = mnd 0.4 

ide Stützwerte: 

[Apf;= 1,2.9,7(1 -0,4=-'+ i. 0,4») = 10,1 1, 

[^«p«in J;'"= 1,2 . 9,7 ^ [0,5 - 1 . 0,4 + 1 . 0,4 ^ - 

_^.0,4(i-i-0,4+i.0,4-^)]=-12.8./t. 

Die Stützwerte für die Belastung der positiven Einflufsstrecke des Ein- 
lungsmomentes M» von u = 9,7 bis w = Z = 24 erhält man am einfachsten 
rnterschied der Werte für die Belastung des ganzen Trägers mit p und 
»trecke m = bis m = 9,7 mit —p. Für volle Belastung mit p ergibt 

1 2 
aus den oben berechneten Werten J^, Hg und Mag -4^=24 --^=14,4*, 

= 21_iv^ = 2 1 1 , itfap = — 2,15 • ^ = - 1 ,29 «n/t . Für die bezeichnete 
tellung wird daher 

[Ap]l= 14,4 - 10,1 = 4,3 1 , [Hp]\,== 21 - 6,7 = 14,3 1 
ad [Ma^];,r=- 1,29 +12,8 = +11,51 m/t. 

Im ganzen berechnen sich daher die Stützwerte für die Laststellung 
rechend Jlf««,„ zu ^ = 24 + 10,1 = 34,1 1 , jj = 35 + 6,7 = 41,7 » und 
=—2,15 — 12,8= — 14,95 m/t und für die Laststellung entsprechend Ma^x 
^ = 24 + 4,3 = 28,3 t, i/ = 35+ 14,3 = 49,3 t 
und Ma= — 2,15 + 11,51 = 9,36 m t . 

Die Normalkraft Na im Einspannungsquerschnitt wird für die erstere 
Stellung Na = 34,1 • 0,55 + 41,7 • 0,83 = 53,3 t und für die letztere 
= 28,3 • 0,55 + 49,3 • 0,83 = 56,6 1 . Die Randspannungen öj in der Aufsen- 
«2 in der Innenkante des Einspannungsquerschnittes berechnen sich damit 
Lie Laststeilung Ma^in zu 

^ _ _ -y>i -T- -^^« ""•" _ f 53,3 — 1495 y/cm- 

2 i^ + W ~ U78"^ 2520/ 

d. i. «T, = -r295»t, <t. = — 895at 
för die Laststellung Ma,„ax zu 

- ^ _ .y^ ;- ^<'max _ (oSfi 936 \t/cm» 

2 F "*" W ~ \178^2520/ 

d. i. <7, = — 690ai, <r2 = + 56at. 
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l einfa* 



Die Eiieutriiität der Normalkraft beträgt im eisteo Belastunggf&lia 



- 0,31 » abwarte und im zweiten 



— ^'*** ^= -1 — ^— = nanct 0»30 ß* atifwürta vum Qnerachflittsachweq>«ii!tte. 

Baispie] ä: Welch« jtjTäfeteii RandspannDngen erzeug eine bewegliche 
Eiazellast von 8 * neben der stfimüi^eQ Last <; ^= 3 Vm in den Einspanatin^- 
qnerscliuitten'i' Nach Beispiel 1 entsteht das gröfst« negatiTe, bexw. positir? 
EinspaoaungBinoinent 3/a, wenn die Ein^ellast sich im Abstände u^o,?", 
beaw, 15,8 » vona Kämpfer befindet In ersterer LaststeVlung wjrd nach 
GL 20^22 S. 144 

.4^ = 7,45 1 , ///- = 3,25 t , il/a p^^„ = — 1S,3 ""/t und in letztetr 
Hp=2,nt, ^^=8,91, Jlf« /.,„-= + 8,9 -/t- 

Im ganzen wird für die Laatetellnng Mamin. v4 = 24 + 7,45 — 31,45*, 
Ä= 35 + 3,25 =^38,25 S Jif^„i«= -2,15— 13,2 ^-15,35 »n/t, 2V^,^3],454*i 
+ 38,25-0,83 = 49,1*, und für die Laatstelluog M,«,^ A = U-\'^'* 
= 2G,nS if = 35 + 8,9 = 43,9«, .¥«,,,,= ^ 3,15 + 8,9 = + 6, 7-im/i, 
JVa = 2fi,17 • 0,55 + 43,9 • 0,83 ^ 5t),8 1 . Ui orskn Bolastungsfaile folgt 



_ ( ^^'* 



+ 



1535Y/.1 
3520 J 



, d. i. *r, = + 335 »i, *, = — 883 •', 



nnd im zweiten 



/50,S , 675 \t/cB* , . ei=« . *o * 



Die KizantrizitÄt der Kormalkraft wird 



15,35 



49,10 



6,75 
-0,31 w^ bezw+g^ 



^ —0,134 » . Bei der LMtatellnng Ma„^ax bleibt die Norraalkraft im Ketae «3e« 
QnerBchnittes ir^ und a^j vyerden beide itegatiT, di<? Einspannung konnte fnr dies^^ 
BelaBtuiigsfall durch eine ebene Sttitztlftche ohne Zugverbiniiang erreiclit werd*"- 



VIL Das Gewölbe als Bogenträger. 

a) AllgemeiueB. 

Jedes aus einzelnen abgestumpft keilförmigen Steinen mit 0^ 
fichlossenen Fugen hergestelltes einfaches Gewölbe (TonneDgewÖll^*^ 
kann in statischer Beziehung innerhalb gewisser Grenzen als Bog^*' 
träger angesehen und hinsichtlich des Gleichgewichtes zwischen &^^^ 
äujseren und inneren Kräften als solcher beurteilt werden. Es köa» *^ 
also die unter IV — VI för die Berechnung vollwandiger Bog<^*! 
träger abgeleiteten Regeln im allgemeinen auch auf die statisc-'^* 



j 
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«r&ucluing von Gewölben angewandt werden. Zwei statische 
entümlichkeiten des Gewölbes sind es indes hauptsächlich, welche 
i besondere Behandlung desselben gegenüber dem Bogenträger 
engeren Sinne notwendig erscheinen lassen. Zum ersten erleidet 

Elastizität und Festigkeit der Gewölbe in den Fügen meist 
i erhebliche Verminderung, derzafolge eine sichere Leistung 
sentlicher Zugspannungen im Gleichgewicht der äufseren und 
Bren Kräfte im Gegensatz zu dem Bogenträger im engeren Sinne 
srhaupt ausgeschlossen ist. Und zweitens ergibt sich aus der 
eblich geringeren Festigkeit der für die Herstellung von Gewölben 
ist in Frage kommenden Baustoffe und den dadurch bedingten 
ifseren Stärkenabmessungen gegenüber den eigentlichen Bogen- 
gern eine in den meßten Fällen auaaehlaggebend gröfeere und 
lers verteilte Eigenbelastung der Gesamtkonatruktion , welche 
nentlicli bei Gewölben mit gröfseren Pfeilhöhen zu besonderen 
*men der Bogen mitt ellin ie ffihrt. 

Bekanntlich nimmt ein in zwei Punkten festgehaltenes, völlig 
jsames Seil oder eine Kette unter dem Angriff von Kräften ein© 
lichge Wichtsform an, welche als Seileck, oder, wenn es sieb um 
i stetige Verteilung der Kräfte über die Seillänge bandelt, als 
llinie zu den angreifenden Kräften angesehen und ermittelt werden 
n In letzterem Falle nennt man die Gleichgewichtsform auch 
il „Kettenlinie'*. Die bei Vermittelung des äufseren Gleich- 
dchtes zwischen den angreifenden Kräften und den in den beiden 
'estigungspunkten auftretenden Widerständen von dem Seil zu 
ttenden inneren Spannkräfte können wegen der völligen Biegsam- 
t desselben nur tangential zu seiner Mittellinie» der Seillinie, 
icMet sein, so dafs Biegungsmomente und Querkräfte in den 
Iquerschnitten ausgeschlossen sind. An diesem Spannungszustande 
"d auch nichts geändert, wenn man sich das völlig biegsame Seil, 
'hdem es die dem Kraftangriff entsprechende Gleichgewichtsforna 
tenommen hat, erstarrt oder durch einen starren Stab von gleicher 
"m ersetzt denkt. Wird der Stab unter Aufrechterhaltung dieser 
'm und Belastung aus der hängenden Lage (Fig. 65«) nach 
Värts in die stehende oder „strebende" Lage (Fig, 656) ge- 
ht^ oder nehmen in hängender Lage des Stabes die angreifenden 
Ifte entgegengesetzte Pfeilrichtung an, so kehren die im Stabe 
Tscbenden Spannkräfte nur ihren Kichtungssinn um, werden aus 
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Zug- zü Druckkräfteo, wirken aber nach wie vor in der MitteUiM 
des Stabes, und in den Stabquerschnitten herrschen auch jetzt weder 



Fig. ß.5. 



ih) 



(«) 



Biegiingsmoment© nocb Quer- 
kräfte.*) Diese Form der 
Stabmittellinieals einer seiner 

BelastuDg entspreebenden 
Seil- oder Kettenlinie bedingt 
also die geringsten Spannun- 
gen in allen seinen Quer- 
schnitten und murs daher 
als die vorteilhafteste für die 
Aufrecht«rhaltiing des Gleich- 
gewichtes zwischen den äufse- 
ren und inneren Kräften an- 
gesehen werden. Das trifft, 
sofern es sich um einen Kraftangriff handelt, der in den Stabq^e^ 
schnitten Druckspannungen erzeugt, auch dann noch zu, wenn der 
Stab aus einzelnen starren, durch Ebenen rechtwinklig zur Stabaciiae 
gegeneinander abgegrenzten Teilen hergestellt ist. Ein derart m 
einzelnen abgeaturapft keilförmigen Körpern (Steinen) bestebetider 
Bogenträger ist ein Gewölbebogen oder Gewölbe, Die ebenen Ab* 
grenzungen der Teile gegeneinander sind seine Fugen und diejenige 
des ganzen Bogens beiderseits gegen die ihn attitzenden Mauer körper— 
„Widerlager" — sind seine Widerlager- oder Kämpferfugen. 

Unter der Wirkung einer beliebigen Belastung entstehen in den eift- 
zelnen Querschnitten eines Gewölbebogens vorwiegend Druckspannangeni 
die sich im allgemeinen nicht gleichmäfsig über die Querschnitts- 
fltche verteilen, so dafa die Spannungs- oder Druck mittelpunkte 
nicht mit den Querschnittasch werpunkten, die „Druckniittelliiiifl'' 
oder Drucklinie, d. h. die Verbindungslinie als Druckmittelpaokt« 
nicht mit der BogenmitteOinie zasammenfallen. Nur in dem Falle, 
wenn die Bogenmittellinie im Sinne obiger Darlegungen eine der 
Belastung entsprechende Seil- oder Kettenlinie ist^ verteilen äch 
die Druckspannungen gleichmäfsig über die einzelnen Bogenquer- 
schnitte, die Drucklinie fällt mit der Bogenmittellinie zusainmai)- 
Ein solcher Gewölbebogen wird treffend als Druckliniengewölbe 



*) Die Möglicbkeit einer Knickung bleibt hierbei anTaer Acht, 
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lannt Die bezeichnete güostige Wirkung eines Dmckliniengewölbeg 
Übertragung seiner Last auf die Widerlager ist indes nur denkbar, 
ange der Bogen als in seiner Form unreränderlicb, „starr" ange- 
uffien wird. Tatsächlich sind jedoch Gewölbe in ihrer Form 
.neswegs starr, und aulserdein begegnet schon die Herstellung 
er Tflllig genauen Gewölbeforra erheblichen Schwierigkeiten, Aber 
bst die Möglichkeit angenommen, das Gewölbe genau in der 
rherbestimmten „rechnungsmäfäigeß" Form und so herzustellen, 
(s BS unbelastet und mit seinem Eigengewichte noch auf dem 
lehrgerüst" ruhend, in allen Fugen gleicbmäfeig dicht, jedoch 
rckweg noch spannungslos schliefst, so wurde schon nach Be- 
tipng des stutzenden Lehrgerüstes and Eintritt der seiner Form- 
Stimmung entsprechenden Belastung eine elastische Formänderung 
3 Gewölbes — Verkürzung und Krümraungsänderang seiner Mittei- 
le — entstehen und infolge dessen die Drucklinie von der Gewölbe- 
ittellinie sich trennen. Erstere wird dadurch meist an den Kämpfern 
Q Strecken t^ und U abwärts und im Scheitel um eine solche c 
ifffirtsrücken (vergl. S. 147 — 155). Eine weitere Trennung der 
mcklinie von der Gewölbemittellinie entsteht, wenn statt der der 
irm bestimm nng zu Grunde gelegten Belastung irgend eine andere 
if das Gewölbe wirkt, oder wenn durch Temperaturschwankungen 
ormänderungen hervorgerufen werden. Letztere haben für sich allein 
ifl Wirkung, dafs die Drucklinie im Gewölbe um eine Mittellage 
leiclisam hin und her pendelt, sich, wie man leicht erkennt, bei 
zeigender Temperatur im Scheitel abwärts und in den Kämpfer- 
ijfeo aafwärts und bei sinkender Temperatur umgekehrt bewegt. 
Endlich raufs auch mit einer gewissen störend auf den Ausgleich 
^x äufseren und inneren Kräfte einwirkenden elastischen oder 
'elastischen Nachgiebigkeit der Widerlager gerechnet werden. Alle 
ese Einflüsse bringen es mit sieh, dafs der Spannnngsmittelpunkt 
öen einzelnen Gewölbequerschnitten, bezw. der Angriffspunkt der 
ittelkraft aller links oder rechts eines Querschnittes angreifenden 
ifseren Kräfte (vergl. S. 68) nicht mit dem Schwerpunkt desselbeiif 
B Spannungs- oder Druckmittellinie nicht mit der Gewölbemittel- 
lie zusammenfällt, Biegungsmomente und Querkräfte, Biegungs- 
id Sehubspannungen im Gewölbe entstehen. Das Mafs derselben 
st sich stets mit Hülfe der unter IT bis TI entwickelten Begeln 
tstellen. 



1Ü4 Dritter AhHcknitt, EladizHM u, Ff-stiffktit tit^'uck gekrümmter Stähe, 

Den der Formbestimmung eines Gewölbebogeos ab DracklJmeDgewölb« 
für eise bestimmte Lf^tTerteilung- i\i Ornnde zu lefenden nur i 
Zustand völliger Starrheit des Gewölbebogens selbst tuid. seiner Wjderlagw, 
bd welchem Aw der LastTerteiluiig entsprecbeade BmckinittelliDie mit dar 
Gewölbemittellinie znsammetifällt, &ht> die Normalip annattgen üch in tJim 
QaeTSchDitteD gleichmäreig vertejldn^ fiieguogs- und Scherspann nagen niebt 
vorhandeD Bind, wollen wir hinfort als den jener Belastung- entsprechendtt 
„öruudKUBtand"' deä Gewölbes bezeichnen. 

Für die Foriubesümmung eines Gewölbebogeus als DraeklimeDgewötk 
ist nur das Gesetz der Last Verteilung. Dicht aber die GrÖTse der Belastung an 
sich TnaTsgebeDd. Denkt man sieh daher letztere bei gleichbleibendem ^"«Ji- 
teiluDgs^ge«etz allmählich gleich Null werdend, so rerbarrt das ^starre* G 
im GmndzuetaQde, die anunterhrochen gleichm&faig über seine Querscl 
verteilten Normalapanrronpt'n Wfurden gleichfalls allmälilich gleich KnU. 
Xnatand, der auch bestehen würde» wenn das in Wirklichkeit elaatische Ge' 
io völlig Bchliefsender aber apannungi loser Berührong aller seiner Teile 
sich und mit den Widerlagern noch auf dem Lehrgerilst ruht, welleD wir 
„SparitiiHigsnulUuätatid" nennen. Er ist in Wirklichkeit nur fiir ein» 
bestimmte Temperatur des Bogens, eeine ^Gr on dtemperatur", denkbtf. 

Ob gagebenenfallg das Gewölbe ala beiderseits eingespannW 
Bogen oder als Zwei- oder Dreigelenk bogen anzusehen ist, häiigt 
davon ab, ob alle Gewölbequerschnitte, insbesondere alle im ffcsent* 
lieben nur druck- nicht aber auch sicher zugfesten Fugen die ibnen 
im Gleichgewicht der äufseren und inneren Kräfte zufallenööi 
exzentrischen Spann ungswideretände, bei!;w. neben einem zentrisckn 
Spannungs widerstände noch ein Spannungsmoment von hinreichender 
Gröfse zu leisten vermögen. Ist dies der Fall, so ist das GeffSlbft 
statisch ala eingeßpannter Bogen anzusehen, und die Bestiminuof 
der Mittellinie des Brackes für eine gegebene Belastung ist daiiD 
eine nach den Regeln unter VI zu lösende dreifach statisch unN- 
stimmte Aufgabe. Die Lösung kommt auf die Bestimmung dreier 
Punkte der Druck mittellinie hinaus, welche letztere dann in bekannter 
Weise als Seillinie gezeichnet werden kann. (Vergl. Kecit 
Mechanik 1. S. 129.) 

Werden zwei Fügen, vielleicht die beiderseitigen Eäinpferfag«Bt 
etwa durch Einlegung eines Gelenkes so gestaltet» dafs sie nur euien 
iu der Gewölbemittellinie angreifenden, also im Fugenquerseliwtt 
zentrisch wirkenden Widerstand zu leisten vermögen, so sind damit 
Ton vornherein zwei Punkte der Druckmittellinie festgelegt und die 
Bestimmung dieser selbst ist dann nur noch eine einfach statiäck 
nnbestimmte Aufgabe; das Gewölbe ist ein Zweigelenkbogen, Wirt 
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och in einer dritten Fuge, etwa der Scheitelfnge, dtirch Einfügung 
ines Gelenkes die Mittellinie des Dnickea von vornherein festgelegt, 

läfst diese sich ohne weiteres zeichnen; der Gleichgewichtszustand 
(es nun als Dreigelenkbogen geltenden Gewölbes ist statisch be- 
nimmt. In allen drei Fällen wUrde bei dem für eine bestimmte 
Öelastung als üruckliniengewölhe gestalteten^ völlig starr gedachten 
äewölbebogen in seinem „Grundztistande" unter der Wirkung 
jener Last die Drucknoittellinie mit der Mittellinie des Gewölbes 
pisamnaenfallen, Biegnngamoment und Qaerkräfte im Gewölbe nicht 
entstehen. Bei dem als Dreigelenkbogen gestalteten Gewfilbe, bei 
["welchem die Druckmittellinie mit der GewölbemittBlliniB für jede 
[Selastang die drei Gelenkpunkte gemein hat^ trennen beide sich für 
die «Grundbelastung** auch infolge der elastischen Nachgiebig- 
keit des Wölbmaterials und infolge von Temperatarschwankungen 
nicht merklich; auch geringe Nachgiebigkeit der Widerlager bleibt 
ohne erheblich störende Wirkung. Bei dem eingespannten Gewölbe 
dagegen treten jene störenden Einflüsse in vollem Umfange ein und 
in g;ewissem Grade auch bei dem, als Gewölbe übrigens kaum in 
h^Q kommenden Zweigelenkbogen. Daraus ergibt sich für das 
als Dreigelenkbogen angeordnete Gewölbe ein gewisser Yorzug, der 
liesMders bei verhlltnismälsig grofser ständiger Belastung und dort 
ausschlaggebend ins Gewicht fällt» wo mit einer vorab nicht sicher 
zu beurteilenden Nachgiebigkeit der Widerlager etwa infolge un- 
sicheren Baugrundes gerechnet werden mufs. Demgegenüber gestalten 
Steh andererseitd die Spannungsverbältnisse in dem eingespannten 
Gewölbe vorteilhafter als im Dreigelenkbogenge wölbe» wenn von der 
„Grund belastnng" stark abweichende bewegliche Belastung und 

1 T'eiiig nachgiebige Widerlager in Frage kommen. Immer aber und 
namentlich wenn es sich um Gewölbe mit gröfaeren Pfeil verhält- 
lisMn and dementsprechend grofser ständiger Belastung handelt^ 
erscheint es statisch vorteilhaft, das Gewölbe als j,D rucklinien- 
gewölbe", d. h. so zu gestalten, dats für mittlere Belastung 
(ständige Last und halbe gleichmäfgig verteilte Verkehrslast), starr 
angetjommene Widerlager und Gewölbe und konstante mittlere Tem- 

Jperatur, d. i. für den Gm nd?.u stand des Gewölbes die Druck- 
Mittellinie mit der Gewölbemittellinie zusammenfallt. 

Es sollen nun zunächst für gegebene Lastverteilung die Gewölbe- 
ittellinie als Seil- oder Kettenlinie ermittelt werden. 
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»< ...^^i.LiUiuM; ^«P KettenJinie flr lotrechte Belastang. 

UBv V liin, ü4«iK»atii* aU«f nozerreifs-, undehDbar ond gewichtsloi 

.«iaamiiuu« Ktttln s« in iwei Punkten A und if (Fig, 66) fest- 

«di irg«iiid einem Ver- 

^gb«la8tat. Die Gleich- Yvg.%ii. 

i%tlt« ist dann allgemein 

Di« ßtbatoog der Kette 

r tattiaMfeh rorbandenes 

;ud w«rct» für die Lüngen- 

A^mm mit : bezeichnet, 

ijriuidrilslinge dr eines Längenteilcbeos </# der 

i.T «otftlit. Zur Darstellung der Belaatucf 

I ]«i«iii Funkte der Kettenlinie von dieser lot- 

'» viorfe TOrhaadene Belastungahdhe : aofgetragen 

^i> (»iitstehende Linie die ^ßelast[LQgaHnie^ 

"«'Mthüie stehen in ihrer Form in einer bestimmten 

itikt»n der Kette herrschenden taBg«otial m 

'^i'Ännkräfte müssen sich in Bezng aof das 

^[ili'k als äufsere Kratt gedacht mit den 

pi«)ti Lasten das Gleichgewicht halten. In 

■ \it Kettenlinief ihrem Scheitelpankte, ist 

-^!.i^*ht, sie werde mit H hezeichnet Für d« 

.M4i(i Uii«b9n wir die Kettenlinie anf ein rdit- 

4» d*!isen Anfangspunkt mit ihrem Scheitel C 

■n Funkte luit den Koordinaten x und y 

• . Denken wir uns nun das zwischen diesem 

at ^M^Wl V liegende Kettenatöck mit dem! '^^ 



durch zwei 



Fig. 67 



% » 



^i^^^^HA ^ i^i ^^^ Schnitten 
|W]2b% ^ ^^ ^ ^^^ äafsere Kräfte 
•k ^mNI te K#ttenstQck unter 
HIM MImi Kräfte gegenüber 
üift VüMtiv^vricht Terharren 
ru>\ V^Mh«» ft>lKt> *^afg die 
^^l^l9|tU^i%(l vvui 'S gleich ^ 



iZ^ 



Qüd die Iotr0^^'J 
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F=^ b-tiii; sein mufs; d.h. die wagerechte Spannkraft einer 

nur lotrechten belasteten Kette hat in allen Punkten 
gleiche Gröfse (H); die lotrechte Spannkraft in irgend 
eineoi Punkte ist gleich der Gesamtlast zwischen 
diesem Punkte and dem Scheitel der Kette, 

I Für den Neigangswiokel i9 der Tangente an die Eettenlicie 
im Punkte .?-, ?/ gilt die Gleichung 



1) 



* ä.T II H 



Vergröfsert sich .<■; nm dai, so kommt zm der Last y-dx der 
Teil z-da; hinzu. Durch Differentiation entsteht daher 

2) 






Dies ist die allgemeine Grnndgleichnng der Kettenlinie mit lot- 
rechter nach irgend einem Gesetz stetig verteilter Belastung. Für 
iden Krümmungshalbmesser q der Kettenlinie im Punkte ^|i/ er- 
[halten wir nach den Regeln der höheren Mathematik 



.hmi 



d^ 



dl/ 



iraua folgt» weil -i^ = tg^ und mit Rücksicht auf Gl, 1: 
dx 

^ 

den Scheitel ** sei der Krümmungshalbmesser der Ketten- 
r, die Belastungshöhe z^, dann wird, weil dort ^ = und 
1=1, r=HiZfy oder 

ragorechte Spannkraft H ist demnach gleich dem 
^mungshalbmesser im Scheitel mal der Belaatungs- 
laselbat. 
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Bei tiberall gleicher Belastungshöhe 2 = q wird aus 

dx^ II dy H 
und weiter 7/=i^-}-C', und Ci=0, mithin ergibt sich die beicannt» 

parabolische KetteiUiie x* = 2 — y mit dem Parameter H.q^. 

c) Die gemeine Kettenlinle. 

Unter dieser versteht man diejenige Eettenlinie, welche einer 
gleicfamäfsig Über die Bogenlänge derselben verteilten Belastung 
entspricht (Fig. 68). Es ist das die Gleichgewichtsform einer Kette 
oder eines biegsamen Seiles überall gleicher Dicke unter alleiniger 
Wirkung des eigenen Gewichtes. 

Hat die Längeneinheit der Kette ein Gewicht g, so wiegt eis 
Bogenteilchen von der Länge da qds; mit Hülfe von z ausgedrückt, 
ist aber dieses Gewicht auch gleich :d,r, so dafs zdsr = qds^ also 
die Belastungshohe an beliebiger Stelle 

Für den Scheitel gilt (weil hier da^dx) *o = 3 ^i^d nach GL 3 
(S. 1()7) H = r<i, so dafs aus der Grundgleichung 1 (S. 167) wird 

Setzt man zur Abkürzung di/:d.r = v, so dafs d^y:dx=^dv wird, 
so entsteht 

^ = 7^^ + "'- Fig. 68. 

Wenn man nun alles, was v enthält, 
auf die linke Seite, dx auf die 
rechte Seite schafft, so lassen sich 
beide Seiten der Gleichung 
dv _d,v 

integrieren, und es mufs 

2) iG'+]/'i+i;2) = - + e 

r 
sein, worin 0=0 wird, da für a=0 auch ?' = 0. Behufs weiterer 
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Integration mals letetere Gleichung nach v aufgelöst werden. Zar 
Beseitigung des Wnrzelxeichens mala man dafür sorgen, dals der 
Wnrzelausdruck anf der einen Seite der Qleichung allein steht, 
dann ist dnrch Quadriernng das Ziel erreicht. Es wird also zunächst 



dann 



V 4- 1^1 + 1'^='" und l'i -|-r-' = .-^ — /•, 

l± I .r — 1 

l + r^««»- — 2i'«"'-|-i'-, also r= ' 



oder. 



wenn man die Diyision mit c' ausführt. 



3) 

Schreibt man dies 



11 -'- -'j ilu 



rfv=!irL''j(^)-r^ ^/(-.'^' iL 



SO wird 



„=%>•(«'•+« --i-'',l und <\ = — 1', 

weil a!^=0 auch y«0 liefern mufs. Verschiebt man nun den 
Koordinaten -Anfimg um den Krümmungshalbmesser r (für den 
Scheitel) nach unten (Fig. 69), so ist das 
bisherige y mit y — r zu vertauschen, und 
es wird dann 

4) y = i/,rU>~+€''^.^ 



die flblidie Gleichung der gemeinen Eetten- 
linie. 

Setzt man vorübergehend e^'^vu so 
kann Gl. 4 auch 

'2 — ==w\ — 
r w 

geschrieben and nach w aufgelöst werden; dann wird 

'J^=^±'iK-u als. 




w- 



7=Kf-ys-^")- 
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Es ist aber 



f-ys-'=- 



so daff man auch schreibfn kann 
5) 






Die BclastttUgBlinie, welche zur gemeinen Kettenliiiie gehört, 
ergibt sich, wenn man in Gl. 1 den Wert für dt/ida? aas GL 3 
einfahrt. Es wird 



ü'Mi)'-1 



11 



««"\ 



wofür man mit Rücksicht auf Gl. 4 achreiben kann 



l-f^^t^--2 + e 



6) 



r;— = — . Also ist z — q~ 
dx r r 



ih\ 



Q 



die Belastuagghöhe. Trägt man <j in solchem Mafsstabe auf, daö 
es durch r dargestellt wird, so ergibt sich eln&ch 

7) : = ;/, Fig'O. 

d. h. die wager echte Achse 
DX (Fig. 69) bildet die Be- 
lastangslinie. 

Die gemöiae Kettenlinie 
müfste danach auch entstehen, 
wenn <iie gewichtsloe angenom' 
metie Kette mit einem homogenen, 
in eich völiig wideretandslos ver- 
schieblichen, etwa flüssigen Kör- 
per Ton (solcher Form und Gröfse 
belastet w&rde, dafa derselbe 
oben durch eine nach der Ketten- 
linie gekrümmte Fläche, unten 
durch eine wagerechte Ebene and 
an den vier Seiten durch lot- 
rechte Ebenen parallel, bezw. 
senkrecht zur Ebene der Ketten- 
linie begrenzt erscheint and im 
Scheitel eine Höhe ^o = r erhält. 
(Vergl. Fig. 70, a.) 



r 



V 



(«> 
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Nach Eintritt der GlalcligewicMsform fcann man sich die volhg biegsame 
tette durch einen starren Stab und den flüssigen durch einen Btairen Be- 
lastnngakörpfir, etwa Mauerwerk, ersetzt denken. In dem so belaateteo Stabe 
Wfljden dann nnr gleichmäfsig- über seinen Qaerschnitt TerteJlte Zugspannungen 
entstehen. Kehrt man den Stab mit seiner starren Belastung senkrecht nach 
oben (Fi^. 706), so treten an Stelle der Zngsp&nnnnfen Druckspannnogen. 
Der Stab kann demnach in dieser Lage durch einen Gl^ewölbebogen ersetzt 
werden; seine Mittellinie ist jetzt die seiner Bolastung- entepiechende Drnck- 
mittelünie oder Drucklinie. Eine Ungenau ig^keit bleibt alleidiags in der »n- 
genoraraenen Gewtchtslosigkeit der Kette, des Stabes oder des Gewölbebogena 
bestehen, die eine etwas von der durch GL 4 ausgedrückten Form abweichende 

(ichgewichtsform bedingt. 



Für die Spannkraft S der Kette an beliebig^er Schnittstelle 
It, da (F%. 67) Scosd=-H oder S^ fl: cosf'^= H'^^/dji, nach 
Gl. 6 einfach 



^} 



LT 

- y=qy (weil H=qr), 

T 



Dieselbe Spannkraft würde auch allein dnrch das eigene Gewicht 
eines Kettenatüekea von der Länge y entateheo» wenn dasselbe* 
bei P befestigt, lotrecht herabhinge. Diese Länge kann die 
Spannangslänge für den Punkt P genannt werden. 

Hat man statt einer Kette einen biegsamen Riemen oder ein 
Seil, dessen Querschnitt F durch die Kraft S gleichmärsig mit o ge- 
spannt wird, und dessen Dichte ;- ist» so ergibt sich, weil yF—q, 



i 

r 



S q 

Die Spannung hat also am höchsten Punkte der Kette den 
öfsten Wert. 



Die B«reeluiiin£ der KoordinAtev »iner gemtiDen K«tteiili]iie kann durch 
^ie Eenutanng einer Tabelle erleichtert werden. Setzt man nämlich */r=M, 



']=!/,(«" 



so ist V^ Ve' -l-e ''y=V»(«" + e"^") , was wir zur Abkürzung ^(«) 
nennen wollen, nur Ton u abhängig nnd für angenommene Werte von i* 
leicht tabellarisch zu berechnen. Es wird dann (nach GL 4) einfach 

10) tf=rF{u) und x=rit. 

Die F[u] wird der hjperboliBche Cosinus von u genannt. 
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Tabelle der F(m) = Vi («"+*""}, 



^ 


Fiu) 


F{u}—\ 

u 


M 


F(«) 


1»-1 
u 


u 


F(u} 


Fi^j-l 




u 


0,1 
0,2 
0,3 
0,4 

0,5 

0,6 
0,7 
0,8 
0,9 
1,0 


1,0050 
1,0901 
1,0453 
1,08U 
1,1276 

1,1855 
1,2552 
1,3374 

1,4331 
1,5431 


0,0500 
0,1005 
0,1610 
0,2028 
0,2552 i 

0,3091 
0,3C46 
0,4218 
0,4812 
0,5431 


1,2 
1,3 
1,4 
i.5 

1,6 

1,7 

1,9 
2,0 


1,6685 
1,8107 
1,9709 
3,1509 
2,3524 

2,6775 
2,8283 
3,1075 

3,4177 
3,7628 


0,6077 
0,e756 
0,7468 
0,8291 
0,9016 

0,9859 
1,0755 
1.1708 
1,2725 
1,3811 


2,1 

-t- 
2,3 

2.5 
2,6 

3,0 


4,1443 

4,5679 
5,0372 
5,5569 
6,133$ 

6,7690 
7,4735 
S,2527 

9,1146 
10,068 


1,4!}7;J 
1,621& 
1,7553 
1,8987 
2,0529 

2,3189 
3,3976 
2,5900 
2,19ai 
3,0326 



i 



Ist der KraTnraungshi.tbm«8Ser r für doo Scheitel gegeben, »o urbS-T'** 
iiiati nach Gl. 10 die KoorÜDaten Ferschiedenpr Punkte der Ketteolinie dur*^^ 
einfache Multiplikation der Talj eilen werte u und F{u) mit r . 

Sind aber die Spannweite l und die PleilhÖhe /' ge^'eben, ao int r n**^^ 
Qnbekatmt För den Endpunkt A der Kettenlinie {Vig. 61)) wird dann at>^''' 



'/3i=r«i und /'4-r^=:r J''(U|), würixi 2<, 



denjenigen Wort dieser Hülfo^ö. 
Ks folgt d:iraQ5 
l 



badentet, welcher dem Eßd punkte A nütapricht. 
U) ^'"'-'-Uy „„d r. 



Beispiel : Ist f=l = l gegeben, bo niufB für den Endpunkt 

«1 

Bein, lo der letzten Spalte der Tabelle erkennt man dann, dafs der e»" 
sprechende Wert von iy, zwiBciien 2,4 und 3,5 lie^t. Einfache interimlntic:^^^ 

bestimmt ihn au 2,47, Hiernach wird dann f=T — =0,20243 Man kac^* 

nun leicht bis zu 24 Paare von Koordioaten berechnen, indem man die Y.&IX^^ 
der Tabelle ffir u und F{h) mit 0,30243 multipliziert. 




I 



d) Kettenlinie für fiberaU gleiclie Anstrengung. 

Bei der gemeinen Ketten) inie ergab aich die stärkste An ^ 
gtreng-un^ an den Befeatigungapnnlrten (falls Kette oder Seil völlig- 
gleichartig angeordnet sind). Will man die Anstrengung gleich- ^ 
mSHsig machen, so mTifs in gleichem Verhältnisse mit der Spanne 



Ylld. Ihs Gewölbe; 



[ für überaß gleiche ÄHstrenj^nng. 173 



kraft S auch der Queracbnitt F^ folglich auch das Gewicht q der 
Bogeneitiheit zunehmen. Dadurcb ändert sich dann die Belastnngs- 
art, mithin auch die Gleich gewichtsform. 

Beziehen sich Fq und q^ auf den Scheitelpunkt, so wird 
q _F _ S _d8 



!?0 



If dx' 



ds 



tmd weil wiederum 5 = </ — , ao wird jetzt 

Die (jnmdgleichnng 1 (S. 167) liefert daher 



1 + 



oder 



du 



dso 



1 + v'^ 



^enTk man wiederum dtf — vd/e setzt Die Integration fuhrt zu 

p arctgv = -^ + mit C = 

a für .v = <) auch t' = sein muis), oder 

W i' = -r^ = tg~ und dt/ = rts — d\—]. 

Sian man diese Gleichung integriert, so ergibt sich 

i ^ = lsec— . 

t^ Eonstante verschwindet flrieder, weil für ^ = auch ^ = 
»"den soll.) 

Die überall gleiche Anstrengung o kann man aus den 
^■lältnissGn des Scheitelpunktes leicht finden. Es wird 



F, F, 



'-ry. 



Zur Berei^bnang der KooTdin&tei dieser Kettenlinie gleicher Än- 
^"■iSliDfj fuhrt Tiian zweckmäfsig wiederum eine Htifsgröfse ein, u. zw. dies 
'1 den Keigungswinkel i? der Kurve in abgerundetem GiadmaJise, damit man 
■ *5 und coa f9 leicht fiadeu und danach sec iS und l aec iSt berechüen bazm. 

•^l Gl. ö ist nämlich tg^ = %^^te — , mithiu -^=aTC# und ^=rlsec«. 

^ Wert« *> ond v/^ siad einer Taljelle*) lu entnehmen. 



*) Eine solche Tabelle lindet sich in dem Bache von G. Hagen „Üter 
^^ und Stärke gewöl]>ter Bögen'*, 3. Aufl. Berlin 1874, Ö. 75, 
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Zeiebnet mao %xi derselben Spatmwette und Pfeilhöbe eine» Parabel, eine 

' gemeine Kettenlinie und eine Kettenlinie überall gleicher Anstreng-Qog, so hat 

letztere den gröfsten, die Parabel den kbinsten Scheitel halb messer r. Die 

FäFärbel Ue^ daher innerhalb, die Kettenlinie gleicher Attstr&iigtiiig ab«' 

Bulserbalb der gemeinen Kette nlittie. 



e) BelaBtun^linie der kreisfärmig«!! Dracklinle. 

Nach S. 16tt besteht zwischen der Ketten- oder Drucklinie nnd 
der zugehörigen Belastungslinie eine Abhängigkeit derart, dafs zu 
einer jeden Belastungslinie eine bestimmte Ketten- oder Dracklinie 

gehört und umgekehrt 

Um zu jiuden, welche Belastungslinie einer kreisfi^rmtgen 
Drucklinie voni Halbmesser r entspricht (Fig, 71), wendet man die 
Gi 2 und 3 (S. 167) an. Es wird dann 
JI 



j' = - 



r ■ .'n 



mithin 



1) * = ^fl:cos^i?. 

Hierin ist ^o die Belastun^ahöhe im Scheitel, t) der Neigungs- 
winkel der Drucklinie gegen die Wagerechte, oder der Winka^i 



Fig, 71. 



den der beliebige Halbmesser 
OP mit der Lotrechten ein- 
schlieiat. Während i? von Null 
his ^/2 wächst, nimmt auch 
secd, also anch z fortwährend 

zu; !? = 7r/2 gibt 

cos 'd — und r — oc , 
Die Belastungslinie nähert sich 
daher asymptotisch den beiden 
lotrechten Tangenten an die 
halbkreisförmige Drucklinie. 

Ol. 1 ist leicht zu konstruieren: Man trage auf einem Halt*^^^-"* 
messer fJP das Stück PQ = £q ab, ziehe QE rechtwinklig z.^^=^" 
PQ, dann ist PB — ^:cos^, wird daranf i^^ wagerecht und iS: ^ 
wieder rechtwinklig zu P^ gezogen, so murs 

PS=^PR:CQB^ = 2(^:&03^id und PT^z^icos^d, 
also T ein Funkt der Belastungslinie sein. 




te, Bas GcKolhe; Helft siungdinie der kreisffirmigen Dntckliftie. 175 



Die Gestalt der Belastnngslinie ist Yerscbieden je nach dem 
ütnisse 2^:7' (Fig. 71). Bezeichnet nämlich y die Ordinate 
*iinktes P der Drucklinie, i/j diejenige des Punktes T der 
bangslioie, so ist 



?/i^;/ + ^^.y + -oSee3ö = 2/4-^o-3. 



wird 



dx dx y* dx d^y y* I 

3z,r^\d^y , 12:,r^ id?fY 
H^ \d.rl ■ 



und 



^=fl 
dx-' V 



y^ Idx^ 
?ür den Scheitel wird 

.=0, ,=r. ^=0. S 



dx 



düc^' 



daher 



Fig. 72. 



dx* y r ! r r \ r i 

(ist nun die Belaatungshöhe im Scheitel z^-^^t&T^ 30 wird 

<0; die Belaatiingslinie kehrt daher bei D (ebenao wie 

Jracklinie hei C) die konvexe Seite nach oben, entfernt sich 
1 nur langsam vom Kreise, hat 
(auf jeder Seite) einen Wendepunkt 
steigt nun erst kräftig nach oben. 
\^>-^hT kehrt die Belastungalinie 
im Scheitel die konveie Seite nach 
\ beginnt also schan hier zu steigen 
etzt dies ununterbrochen fort; Wende- 
te sind nicht vorhanden. Im Grenz- 
*o=Var (Pig. 72) fallen die beiden 
lepunkte des ersten Falles im Scheitel 
em einzigen znäammen ; die Krümmung 

1er Null, und die Belastungslinie entfernt sich nur 
langsam von einer wagerechten Geraden, geht 
aber aufwärts,*) 





1*) J. W. Schwedler, Theorie der Stützliiüe; Zeitschrift für Bau- 

^ad9, 5. na 
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f) Uagen'sche Druektinie f&r wagerechte Belastaugslime. 

Nach den Ausführungen unter VII c kann die gemeine Ketten- 
linie annähernd als MitteUinie eines Bruckliniengewölbes fär eine 
in bestimmter Höh« z^ — r über dem Scheitel liegende Belastungs- 
linie angesehen werden. Die Höhe r^, wie der Krümm ungshalbmess^r 
r im Scheitel sind durch die Spannweite und Pfeilhöhe der Ketten- 
linie mitbestimmt 

Die Aufgabe, ffir eine beliebige wagerechte Beiastungslinie 
eine Drucklinie alsi Gew5lbemittellinie von gegebener Spanuweite 
und FfeilhOhe zu finden, ist zuerst von Hagen gelöst. 

Die gegebene wagerechte Beiastungslinie werde zur Acli^e 
DJC gewählt; CF (Fig. 73) sei die entsprechende Drucklinie, 
deren Gleichung entwickelt werden soll. 
Wegen dieser Wahl des Achsenkreos^es 
werden die Belastungahöben ,^) und z gleich 
den Ordlnaten y^^ und 7/ der Dmcklinie, 
so dafs die Grundgleich ang (S. 167j flir 
diesen Fall lautet 



Fig, 73. 



X 




1) 



Mnltipliziert man auf beiden Seiten mit 2 dv^ so kann man Bchreib®** 

1^ — -^^=— — - und beiderseits mtegriereo^ 
da: dw rf/fy ^ 

(dtf 






Damit für den Scheitel v = (/a und '-7^ = werde, mufs €— — -^ 

•^" d.v r2/o 

sein, daher 



dx 



r 



ri/o 



Trennt man nun die Veränderlichen (bringt j; und d;t/ nach links» 
diV nach rechts), so ergibt sich 

df/ dos 



Vi/'-ifl 



l^-yo 




nach Integration 



fr 



PQ 



worin Q = wird, so dafs die Gleichung der Drueklinie lautet 
2) ,n = ^¥r7/^ 






Durch denselben Hechniingagang, der auf S. 169 von GL 2 zu GL 3 
führte, kauu man auch vorstehende Gleichung nach ,»/ auflösen: 



3) 

I 



. Vo 



i^^-^^-\eyr^. + , 



/.^J . 



Die Lijiie, welche diuch die GL 2 uod 3 'bestimmt ist, wurde von 
lO, Hagen (Berlin) im Jahre 1844 ffir die üeataltung von BrückeDgewÖlbeü 
«JDpfoMen. 

Ist die BelaBtungeliülie im Scheitel gleich dem KrQmmungßliftlbtneeser 
iJa^ei^jst, d. h, j^ü^^r, so wird anä GL 3 die Gleichung der gemeinen Ketten- 
Jinie, (Aof S. 170 wurde ja auch scbon gezeigt, dafs die Belastungslriarve der 
gemeineD Kettenlinie eine Gerade wird für s^^^q^r.) 

Sind r und i/q gegeben, so ist die Hagen*ache Drncklinie völlig 
bestimmt. 

Für ^fi>-^Jir bat die Kurve im Scheitel den kleinsten Krümmnnga- 
ualbmesser, und ea nimmt die Krümmung von liier aus fortwälirend ab ; denn 
Mllte sieb der KrSramungshalbmeaset nicht ändern, sollte die Drucklinie 
kreisförmig sein, sc? raüfste nach S. 175 für ff,jZ>\i3r die BelastungakurTe 
>on der Mitte aus ansteigen; da hier aber dies Ansteigen nicht stattfindet, 
^so 2 kleiner ist als f&r kreisförmige Drncklinie, so mufa sich p vergrSfsern, 
^**il nach GL 3, S. 167 p sich mit ^ in umgekehrtem Verhältnisse ändert. 

Für y(,-<: — r liegt die Belastnngskurve für kr6iBf5rmige Drucklinie in 

^^r Nähe der Mitte unterbalb der Wagerecbten durch den Scheitel der 
'^^iaÄtBngskurTe und erbebt äich erst in eintm gewissen Abstände über diese 
^^^gerecbte. Daraus kann man feigem, dafs die Hagen'sche Drncklinie für 
ä'«'^ V*»" von der Mitte ans erst eine Zunahme, dann aber eine fortwährende 
Abnahme der Krümranng zeigen wird. 

Pur t/n^V^r findet von der Mitte aus eine Znnahme der Krümmung 
■^ icht statt, die Abnahme aber langsamer ala fSr i/^^ 'Z^*'- ^o dafa der mittlere 
"^*il Bich TOD einem Kreise nur wenig unterscheidet. 

Wird j/f, : r grölser und gröteer, rückt also die Belastungslinie immer 

**iter in die Hohe, so ist die Veränderlichkeit der Belastimgshöhe p nur 

^«Ting im YerhältniBse zu i/f^. Im Grenzfalle, für jf,,:r=oo, kann daher die 

^lastungshöhe ,: als- nberall gleich angesehen werden, und die Drncklinie mufa 

K e c k , ElaftidtAlal elu«. II 12 
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dann eine Parabel sein. Damit nun obige Gl. 3 in die Parabel-GIeichnog 
übergehe, mufe man zunächst den Koordinaten- Anfang von D (Fig. 73) nach 
dem Scheitel G der Drucklinie verlegen, weil sonst die Ordinalen unendlich 
grols werden würden. Es ist also y mit y + ^o >u vertauschen, so dafs 



y = 'A[e\/^ry,_^^ ^^ry, _^j 



2 

entsteht. Für 1/^=00 nimmt dies zunächst die unbestimmte Form oo-O an. 
Setzt man aber vorübergehend 

Bildet man nun von Zähler und Nenner die Abgeleiteten nach m, so ergibt 
sich nach zweimaliger Ausführung dieses Verfahrens: 

^'H 27. =0= 2 = ' 

L - »1 ; (I - J M = 

4) 2y^= oder x^--2ri/. 

Man kann dies Ergebnis auch in anderer Weise, nämlich durch Benutzung 
der Keihe für c«", erhalten: 

e-ci»=l—(m^ T. , H daher 

eau -^ e- a.« _ 2 = 2 1 "j- - + . , -|- I und 

-2y = a^ + 2[^ + ~*-+..), also fürM = 0: 
22/ = «» = -^. 

Zar Bereclinang der Koordinaten der Hagen'schen Dracklinie setze oao 
— -**-- = M, so dals Gl. 3 (S. 177) wird y =^ (e" -{- e- ») . 

Man kann nun die Tabelle auf S. 172 für i*^ (w) = Va («« + «-«) ^«'' 
wenden und daraus 

5) x = uVryu, y = y« ^*'(«) 
berechnen. *) 



*) Dr. H. Zimmermann, Über Seilkurveu; Zentralblatt der B»tt- 
verwaltung 1883, S. 231. 
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) Belastnngshöhe y^ im Scheitelpunkt gegeben, statt r aber Spann- 
[ Pfeilhöhe f, so mnl's fQr den Endpunkt der Drucklinie gelten 

y^.l=u^Y'ri/o und f+yo=y,jF{ni) . 
eichung gibt 

i/o 
eile kann man zu diesem Funktionswerte den entsprechenden Wert 
ih Interpolation finden und hat dann 

el: Für Z=lOm /•=3V3" und ^„ = 1,9™ wird nach Gl. 6 

'abelle auf S. 172 liegt das entsprechende % zwischen 1,6 und 1,7 
nt sich durch Interpolation zu 1,67. Nach Gl. 7 wird dann 

/"ryo=j|7 = 2,994™, 

r yo = 8,964 qm und r=4,72m. 
nun die Koordinaten x und y der Drucklinie, wenn man in der 
172) die Werte u mit 2,994, die Werte F (m) mit 1,9 multipliziert, 
i nur M = 0, 0,2, 0,4 usf., so erhält man 
} 0,60 1,20 1,80 2,40 2,99 3,59 4,19 4,79 5,00 
1,9 1,94 2,05 2,25 2,54 2,93 3,44 4,09 4,90 5,23. 
bragen dieser Koordinaten ergeben sich die Kurvenpunkte, die 
leicht durch einige Kreisbögen verbinden kann. Weil in diesem 

\va 0,45, also etwas mehr als -^ beträgt, so nimmt (nach S. 177) 

lung der Drucklinie vom Scheitel aus fortwährend ab, jedoch 
* langsam. 



tten- nnd Drueklipien fdr unsymmetrische Belastung. 

2 Punkten A und B gleicher Höhenlage befestigte 



in 



y. 74) sei über die rechtsseitige Hälfte der Spannweite 
näfsig mit^ für die 



heit des Grundrisses, 
linksseitige Hälfte 
so mit n ff belastet, 
den die beiden Teile 
BC der Kettenlinie 
mit lotrechter Achse 
168), jedoch wegen 
thiedenen Belastung 
hiedenem Parameter. 



Fig. 74. 




k- a »i 



Im Punkte C, welcher um / unter 
12* 



IgO Hräitr Abschnitt, UlmtlziiM t*. Fertigkeit dttfach gel:rilmmtrr StSe. 



AB liegen mOge» schllefsen sie sich mit Gemeinschaft lieb er 

Tangente einander au; denn bei endlicher Belastungshöhe : bleibt 

aach ißif\dx'^ endlicfaf so dafa dyidx sich nur stetig ändarn Vann, 

Bezieht man die Linie A C auf den Anfangspunkt A, B C ab« 

auf B^ so wird zunächst für einen Punkt P der AC (nach S. 167): 

(Das negative Zeichen rührt daher, dafs die Kettenlioie der A'-Achse 
die konkave Seite zukehrt.) Bei der zweiten Integration ist die 
Konstante Null. 

Für einen Punkt Pj der B€ ist ebenso 

,U E' da:- H-'^ + '^^ih- ^^-r. + O,^. 

Für den Punkt C\ d. h. für .c = Xj = - ist -^ « — ^ und 1/ = jy, . 
Das liefert die Gleichungen 






na 



2B 
l 9 .<, . ^l 



und 



ergeben- 



C=|^(l + 3») und C,=|^(3 + n) 



y=^a + 3n)*-^*-= 



Hiernach wird die Gleichung für ACi 

und diejenige für 5Ü: 
2) 



VV 



= |^(:^ + .0-v 



21f 






2Ä 



Beide GleichuugeQ geben für die Ordinate des Punktes C; 

3) /-^(" + 1)- 



16fi 



H 



A C ist eine Parabel vom Parameter — , deren Scheitel Z> eiaeo 



wage rechten Abstand 
4) 



»ff 



-Kl-») 



jy 



von A hat. Die Parabel B C hat den Parameter — , und Jßi^ 



i^ayJ 
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heitel, der über C hinaus nacli Hnka verlängerten Kurve ist von 
um 

wagerechtem Sinne entfernt. 

Für gleiche Werte von .v und ^i igt das arithmetische Mittel 
g _?/ und ^1 T 

srteilt man aber die Gesamtlaat V^/^Kl+'i) gleichmäfsig über 
e ganze Spannweite, so entsteht bei gleicher Kraft H die para- 
►lische Eettenlinie 

} dafa dieses ^?/f, gleich dem obigen Mittel V2(j/ + ,Vj) ist. 

Wenn man also, von symmetrischer Belastung ausgehend, die 
ine Hälfte entlastet, die andere in gleichem Maläe mehr belastet 
id dabei H unverändert erhält, so hebt sich auf der einen Seite 
e Eettenlinie um ebensoviel, wie sie sich an der entsprechend 
»genden Stelle der anderen Seite senkt. Die lotrechte Yerschiebung 
^trägt 

2 " AH [2 V' 



AH 

8t am größten für .r= 'A^t nÄnalich 



^('^-1). 



64 H' 

Auf der Seite der schwereren Last hat die Parabel den kleineren 
fatneter, also die stärkste Krümmung. 

Beispiel: ist die Last der linken Seite doppelt b» grofä wie die der 
tten, d. k w = 2^ so wird 

=-g-^iB— '^«*; a:=j^l; der PaTÄmeter — ^ ; 



8if 




H 



16 






2g ^ 

= — it der Parameter = — , 

n 9 



gl' 



Die gröfste lotrechte Vetschiebnng^ (im Sinne der GL 6} wird /. „ • ^*' 

*t Q hftt die Ordinate /= -— ^ , woraus man bei gegebenem f die 
g. Ib if 
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Fig. 75. 



/ 



Ist bei gleicbmärsiger Belastung if der ganzen 
Länge des Grundrisses eine beliebig liegende Eiuzel- 
iast P vorhanden, so mufs die Kettenlinie in dem Angriffs- 
punkte dieser Last einen Knick bilden. 
Es kü raunt nämlich an dieser Stelle auf 
ein LängenteÜchen rfa? die endliche ^ " y ' 
Last i\ so diils hier z—Fida=c^^ ^> a '*'" " 
mithin die Änderung von di/uLr 
unstetig wird. Sind die Spannkräfte 
unmittelbar links nnd rechts von der 
Last 8 und *S'i mit den Neigungs- 
winkeln et und «i, so mufs 

^Ssina — ÄjSino;, —P, 
oder, weil Sco9ft=Si cos i^ = li, 
7) //(tga -tgaO^P sein. 

Bezieht man wieder das Kurvenstöck AE auf .1, das Stöd 
JiE auf Ji als Änfiingspunkt, so wird för A Ei 

für BEi 

d.ri " H' d:c- H ""^ ' -^ ' '^' ~ 2 H "'^ + ^''' ' 

Zur Bestimmung von C und C\ dienen die Bedingung in Gl. 7» 

sowie der Umstand, dafs der Punkt E mit der Ordinate v beitfen 

Linien gemeinsam ist. Die erste Bedingung lautet (da fär 

d r/ , _^ , dif, , . 

^=rt ^ = tga; mtx, = l-u j^-^-ig'x^): 

die zweite (da für .v — m y = Vf für Xi=l~u i/i=<'): 
Hieraus erhält man 



0= 
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'V2/ gibt Gleichung 9 als Ordinate des Punktes Oi 

'woraus sieh bei gegebenem f die Kraft H berechnen läfst. 

^1^ ist eine Parabel vona Parameter Hip; bei entsprechender 
Fortsetzung über E hinaus würde ihr Seheitel in dem wagerechten 
Abstände 

11) 



""i+^'C-") 



von A liegen. BE hat den gleichen Parameter, und ihr Scheitel 
D hat die Abscisse 

h) Erniitteliing der wirklichen Dnicklinie eines Gewölbes mit 
I ktrechter Belastung. 

f Die Spannungsverhältnisse in einem Gewölbe lassen sich am 
nbersicbtliehsten und zutrefFendsten mit Hülfe der seiner Belastung 
entsprechenden wirklichen Drucklinie beurteilen, Sie gestalten sich 
naturgeraäfs um so günstiger, je enger sich die Drucklinie der Bogen- 
mittellinie anschliefst. Ein völliges Zusammenfallen beider ist ans 
den unter a dargelegten Gründen selbst bei einem für eine gegebene 
Belastung als Dr nckl in i enge wölbe geformten eingespannten Gewölbe- 
Toogen ausgeschlossen und die Abweichung beider voneinander fSllt^ 
abgesehen von den störenden Einflüssen durch Temperatur- 
schwankungen und Nachgiebigkeit der Widerlager, welche beide 
liier aufser acht bleiben sollen, um so gröfser aus, je mehr bei 
«twa in Frage kommender Teränderlicher Belastung die jeweilige 
Xastvert eilung von der der Fonnbestimmung zu Grunde gelegten 
abweicht. Naturgemäfs ist die sich am weitesten von der Gewaibe- 
imttellinie entfernende ungünstigste Drucklinie für die Beurteilung 
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der Stand- und Tragsicherheit des Gewölbes luafagebend. Ike 
Bestimmung ist daher die erste und wichtigste Aufgabe für die 
statische Untersachang eines <.i6w51bes. Will man ein allmäbüchea 
Öffnen der meist wenig zugfesten Fugen sicher Termeiden, m darf 
die ungünstigste Dracklinie au keiner Stelle den Kern des Gewölbe- 
querachnittea verlassen. 

Die Drucklinie eines Gewölbes fiir irgend eine Belastung ki 
stets als Seiilinie zu dieser gezeichnet werden, sobald die erforder- 
lichen drei Bestimmungsstücke, d. i. beispielsweise drei Punkte der- 
selben oder ein Punkt und ein Pol der Seiilinie im ^rafteck ge* 
geben oder bestimmt worden sind. Handelt es sich um ein als 
Dreigelenkbogen angeordnetes Gewölbe, so kann die Drucklinie 
durch die drei Äcbspunkte der Gelenke ohne weiteres in bekannter 
Weise gezeichnet werden. 

Kommt ein beiderseits eingespanntes GewGlbe in Fr^e, ae 
kann man ffir eine beliebige ßogenform mit Hülfe des unter VI 
entwickelten graphisch -rechnerischen Veifahrens» oder fBr Üadi 
parabolische Bogenform unter Benutzung der analytischen Än- 
näherungsregeln S. 144 Gl. 20—22 die statisch unbestimmten 
Stüt7,werte If, A und 3/» oder den ihnen gleichwertigen Gesamt- 
atützwideratand W',, in einer der Widerlags fugen ermitteln. Durch 
Eichtung und Gröfse des letzteren ist denn auch der entsprechende 
äufsere Polatrahl und damit der Pol im Krafteck bekannt and 
durch den Angriffspuukt von IT, kann die Drucklinie gezeichnet 
werden. 

Die Ermittelung von i/, A und Ma gestaltet sich in ibreni 
allgemeinen Gange wie folgt: Nach Zeichnung der SeilUnten I bis 
V (Fig. 5U) werden mit Hülfe der Öl. 16—18 S. 142 die Einflüfe- 
linien för iZ", .1 und M^ bestimmt, wo7.u hei flach parabolischen 
Bogenformen auch die Gl 20—22 S. 144 benutzt werden köanön. 
^}ffi %A und *y,w,, seien die Einflursordinaten der statisch unbestimmten 
Stütxwerte und das Belastungsgesetz des Gewölbes sei durch die 
Gleichung : =f{.r) oder durch die innere Leibungslinie des Gewölbes 
und seine obere Belastungslinie gegeben. Auf ein Bogeneleme^^ 
von der Grundrifslange dx entfällt dann eine Last s-dx=/{iii)^^^ 
und diese liefert zu den Stützwerten die Beiträge 

dn = i]ir:'iint dA = f}^-Z'dx und (/ Jia = J^.w.,' -'*'*'' 





\iju':^d,*\ A = UiA':-d'- und M,== yi^v^-i-Jr . 

Die Einflufsordinaten i]m, ija und ?/j/„ kann man als unbenannte 
Verhältniazablen ansehen, während die Belastungshöhen 2 Längen 
sind. Die vorstehenden Integral werte drücken daher Flächen aus, 
welche aus den Einflufsfläeiien oder aus der Belastungsfiäche ent- 
stehen, wenn man die Ordinaten der ersteren mit denen der letzteren, 

oder umgekehrt^ multipliziert. Das kann in der Form — p leicM 

auch auf dem Wege geometrisclier Konstruktion geschehen. 

Die Inhaltsbestimmung der entstehenden Flächen (graphische 
Integration) würde mit Hülfe des Planimeters, der Simpson'schen 

»Regel, des Summenecks*) usw. erfolgen können. 
I In der hier angedeuteten Weise kann für ein Gewölbe von 
beliebiger Form und beliebiger lotrechter Belaatungsart die wirk- 
liche Dmcklinie mit einer für die Anwendung hinreichenden Ge- 
nauigkeit ermittelt werden. Das Verfahren ist indes umständlich 
und in den zahlreichen Fällen der Anwendung, in denen es sich 
um GewGlbe von kleinerem Pfeil Verhältnis handelt, kann man 
^folgenden einfacheren Weg einschlagen: 

Kommt ein Gewölbe mit unveränderlicher Belastung in Frage 
'und ist es als Druckliniengewölbe für diese Belastung geformt, 90 
kommt es nur darauf an, die Strecken i^^ £^ und c zu ermitteln, 
um welche die wirkliche Drucklinie infolge der elastischen Ver- 
kürzung der Bogenmittellinie sich gegen diese in den Kämpfer- 
lotrechten senkt bezw. im Scheitel hebt. Für gleicbmaisig verteilte 
Belastung eines symmetrischen Druckliniengevvölbeä in seiner wage- 
rechten Projektion ist dessen Mittellinie eine Parabel und bei überall 
gleicher Wölbstärke liegt nach GL G S. 155 und Gl 1<3 S- 152 
[der Druekmittelpunkt in der Scheitelfage um 



1) 



-4 



5i>er, in den Kämpferlotrechten um das doppelte Mafs 



2) 



t. = h = ^f-^ 



*) Vergl Mügge, Beiträge zur zeicbneriscbea Lösung technischer 
^S^^^lmiings aufgaben. Hannover 190G. 
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unter der BoganmiitelUniQ, Symmetrie vorausgesetzt^ womit drei 
Pankte der wirklichen Drucklinie und diese selbst bekannt isL U 

d die überall gleiche Stärke, so ist /— — ei**l, also 
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Bei Teranderlicher Gewölbestärke ist für d die mittlere Starte 
einzufügen. 

Weicht bei einem Druckliniengewölbe Ton nicht zu grofser 
Pfeil höhe die Mittellinie nicht zu sehr von einer Parabel ab, so 
kann man, auch wenn die Belaßtun^^sart, für welche die Form des 
Gewölbes ala Druckliniengewölbe ermittelt war, keine gleichmäfsig 
verteilte ist, die Verschiebung der wirklieben Drucklinie gegen die 
Mittellinie mit praktisch hinreichender Genauigkeit nach im 
Gleichungen 4 und 5 ermitteln. 

Kommt neben der der Formbestimmung des Gewölbes als 
Druckliniengewölbe zu Grunde gelegten Belaatiing noch bewegliche 
Last vor, für deren ungünstigste Stellung die Drucklinie za er- 
mitteln ist, oder handelt es sich Überhaupt nicht um ein Dract- 
liniengewOlbe für einen wirklich eintretenden Belastungsziiätani 
sondern um ein beliebiges und beliebig belastetes Gewölbe, so ßllt 
auch in dem starr angenommenen Gewölbe die Drucklinie ciclit 
mit der Gewölbemittellinie zusammen und der vorbezeichneta Weg 
zur Ermittelung der wirklichen Drucklinie ist dann nicht olinfl 
weiteres gangbar. Man kann dann zwar immer auf dem S. 1-^4/85 
angedeuteten Wege zum Ziele gelangen; einfacher aber und in ^^ 
zahlreichen Fällen der Anwendung, in denen es sich um Gewölbe 
von nicht zu grofsen Pfeilhöhen handelt, genau genug, gestaltet aicö 
die Lösung der Aufgabe unter Benutzung eines von Dr, Winkler 
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bewiesenen Satzes über die Lage der Dmcklinie in einem starr 
angenommenen Gewölbe,*) 

Nacli WJnkler gilt, wenn man die Verkürzung der GewOlbe- 
mittel! inie durch die Normalkraft .V aufser Acht läfst und den 
Gew5lbequerscbnitt als konstant annimmt, der Satz: 

Von allen in einem Gewölbe von ^e^ebener Be- 
lastungsart statisch möglichen Drncklinien ist die- 
jenige die wirklich richtige, welche sich der Mittel- 
linie des Gewölbes durchschnittlich am meisten 
nähert. Hierin ist das Wort „durchschnittlich" im Sinne der 
Methode der kleinsten Quadrate zu verstehen und der Begriff 
statisch mögliche Drncklinie wie folgt m deuten: Dnrch die 
■ßpaonungs- oder Druck mittel punkte in drei Gewölbequerschnitten, 
etwa in den beiden Widerlagsfagen nnd in der Bcheitelftige, ist die 
der herrschenden Belastungsart entsprechende wirkliche Drucklinie 
festgelegt. Denkt man sich jene drei Fugen je etwa durch Ein- 
fügung eines Gelenkes an beliebiger Stelle innerhalb der Fuge so 
gestaltet, dafs der DruckmittelpBukt an diese Stelle zu liegen 
kommt, der DruekÜbergang hier erfolgen mufs, so erscheint dadurch 
die Dracklinie willkürlich festgelegt, sie wird dadarch in eine be- 
stimmte Form und Lage gezwängt und kann darin leicht gezeichnet 
werden. Jede derart durch drei beliebige Punkte etwa in den 
beiden Widorlagsfugen und in der Scheitelfuge zu der gegebenen 
Belastung gezeichnete Druck! inie ist also eine ^statisch mögliche"*. 

Der Beweis dieses Satzes wird am besten indirekt geführt: 
wir nehmen den Satz als richtig an und beweisen, dafs seine 
Anwendung allgemein zu einer bereits 
bekannten Wahrheit führt. .4^ sei Fig. 76. 

die Mittellinie des Bogens mit den 
Koordinaten .» und ?/, AiB^ die Druek- 

linie desselben mit den Koordinaten ^ ^^f/ ^^B 

und j/'. Dann ist der lotrechte Abstand ^4^^ 
beider y*^y\ soll also die Summe der 

Quadrate der Abweichnngen möglichst klein sein, so kann dies ge- 
schrieben werden: 
1) S(v'—yyft^=S eiu Miuimiim. 

*) Dr. E. WinblsT. Beiträge zur Theorie der Bogenträger-, Zeitschrift 
Architekten- n. Ing,-Verein9 zu HatiEover 1879 S. 210. 



' ■//.■■••' •■iuf'tnh ij'l-rnU'itifer Sfiihe. 

. ^ .er Drucklinien ~=^ = ^ ergibt 
e&£r:icion 

-.\ r- H. 

v' :i dem gegebenen Belastungsfalle 

^...lii'ji. Das Glied /(.?•) ist nur von der 

■iiiintfiff, daher ein bestimmter Wert; 

..>.:i inbestimmte Integrations-Konstanten, 

■liikiinie im Gewölbe abhängen, II ein 

i«>ii[ii'nbarer Seitenschub. Der lotrechte 



»..■ .1 ii»r unbestimmten Gröfsen B, A nnd 

; ioimiii'uiir S=S{ii' —v)-ilfi ein Minimum 

.> N.iü'.vetdon der 5 teilweisen Abgeleiteten, 



.u i.'or 



.* '» 

1 \ mithin 
.■r^''"~''\i.<'--^2S{n->,)a-d8, also 

,LU <.»! - borochnet, 

. / , .l.i\." — ."• ' '/•"' — f*S(t/'—y)dsf • 

.K.i v«ir»i v;iiodor nach Gl. 4 und ."> verschwinde^' 
V» Sv>ll aber, wie angenommen, diö 



Yllh. Bas Gtwölhi; Ermittdung der Drucklink. 



189 



oder 



ruekllnie sich der Mittellinie möglichst nähern, so kann nian in 
6m letzten Ausdruck© annähernd y' mit y vertauschen und erhält 
ann die dritte Bedingung 

f Die Drncklinie A^ U (Fig. 77) gibt an irgend einer Schnittstelle 
lurch ihre Tangente die Lage und Bichtung der iimeren Spannkraft 
üi, die also bei U angreifen mufs und in H 
ind Q, zerlegt werden kann. Demnach ist p^ ^^ 

I M=h1jP=H(7/—i/) 

BS Biegungsmoment in Bezug auf den Schwer- 

ankt P der Schnittfläche und 

e Gl. 4, 5 und 6 bedeuten hiernach: 

Braetzt man in diesen letzten drei Gleichungen das Biegungs- 

>ment M durch die Werte TOn Jtf, bezw. J^^^ der Gl, 1 und la 

137, so unterscheiden sieh die entstehenden Gleichungen ?od 

n Gl. 7—9 S. 138 nur durch dag die elastische Yerkörzung der 

igonmittellinie ausdrückende Glied Hl- der Gl. 7. Bei der 

er geschehenen Aufserachtlassung jener Yerkürzung des Bogcns 
>det also volle Übereinstimmnng der Ergebnisse nach dem 
'inkler'schen und dem auf S. 21 bewiesenen Castigliano^schen 
it^e statt, womit die Richtigkeit auch des ersteren erwiesen ist.*) 
Man bestimmt also zunächst eine sich der Gewölbemittellinie 
blichst anschmiegende statisch mögliche Drncklinie zu der ge* 
ebenen Belastung. Das kann, wenn das Belastungsgesetz ^=/W 
^kaunt ist, in der auf S. 166 u. f. dargelegten Weise analytisch ge- 
'bfthen, wird aber meist einfacher und genau genug Eeichnerisch 
^SgefQhrt, indem man zunächst durch die Mitte der Kämpfer- und 

t*) Dafs ea sich nur um ein Minimum, nicht aber um ein Maiimam der 
eichiang beider Linien voneinaader handeln kann, ist ohne weiteres 
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Scheitelfuge erstmalig eine Seillinie zeiclinet und diese durch aud^r- 
weite versuchsweise Ännabme dreier Punkte jener Fti<?en so ver- 
schiebt und abändert, dafs ein iutilichstes Anschmiegen an die 
Mittellinie zu Stande kommt, was naeli Äugenmats oder nötigenfalls 
durch eine überschlägliche Rechnung praktisch genau genug bs* 
urteilt werden kann. 

Die so unter der Annahme völliger Starrheit des GewClbee 
gefundene ^ideelle** Drucklinie Terschiebt sich noch infolge der 
elastiscbeo Verkürzung der Bogenlinio um Strecken **, t^ und r 
in den Kämpfern und im Scheitel. Für Gewölbe mit nicht m 
grofsem Pfeilverhältnis und annähernd parabolischer Form Ima 
man auch mit für die Anwendung hinreichender Annäherung r, 
tt und t^ noch Gl. 4 und ö berechnen. 

Damit sind dann wieder drei Funkte der wirklichen Drucklinie 
bekannt und dieselbe kann gezeichnet werden. 

Die Zeichnung e)Q«r Seillinie ^ufch dr«i Tunkt« wird hier scwar uls t>e- 
kannt voraus gesetzt, es soll indes BOdh kurz angüd^utet weriieo, ivin eich 
diesdbe in ihrer Anwendiing auf die i^rtuklinie eines Gewölbes siweckiüäfsg 
geatÄlten läfat. 

Bei «iiaem ayiunietrischeii und symmetrisch belasteten GewÜlbe katiti di« 
apftnnkraft in der Symmetrieeben* (Scheätelfag©) nach dem Gesetz *l«»r 
Wd'CbBelwirkung nur eine wagerechte Druckkraft 
// eein. Ist dieae Kraft nach Lage nnd Gi^iläe 
bekannt, "bi^ivr. schon ermittelt, so kaun die 
Drucklinie in der aus Fig. 78 ersichtliclien Weise 
für eine Gew<»Ibelu'ilfto gozdclmet werden. Man 
teilt die Gewölbt'htilfte, deren hänge recht- 
winklig ^ur Bildebene gleich J angeDQmmen 
werden mög«» dnrch radial gerichtete Fugen in 
eine Anzahl gleicher Teil« («(ewCdbstidne), stellt 
die auf diese entfallende IJelastnng (l'ber- 
Tuauerang, lib«rschüttung, V^rkehrslast ii. dgl.) 
durcli Kf.iTi>er tod gleicher Dichte wie das Oe- 
wülbti dar nod vereinige daa Gewicht eines jeden 

(iewolbsteiaes mit der von ihm zu tragenden Last zu den Kräften P, , / j ' 
P;j, J.\ usw. Diese in eine lotrechte Strecke iu.satnraeü getragen, bilden »J^ 
Krafteck, und da der erste Polatrahl wie die erste Seilecksaeite wagerecht st^^ 
und die Pulweitc gleich H sein mufe, so ist anch der Pol damit bekftf °* 
und daa Seileck kann gezeichnet werden. Die Drucklinie tangiert die Sei**" 
desaelhen in üen Fugen Bchnittj^nnkteD. Die Polstrahlen Di, D.^^ D^ nnd ^ 
ergeben die Druckkräfte in den Fageii bezw, den Widerlagerdruct. I^*'' 
Schnitt]junkt A des letzteren mit der Kämpferfuge ist dncch Zeichnung <1^^ 



Fig, 78. 





yUi. Dm SrUcl'mgtiröfhf. 



im 



Fig. l'J. 



ördeti. Ist nicht lüo wagereclite ScheitelkraTfc H üaeh 
imlera mir der^'U AngTÜfspünkt C und der Druekmittel- 
A in der Kärapferfuge betanßt, so ver- 
Dau, wie Fig". 79 zeigt Durch Zeichnung 
äeilecks CA^ mit vorweg- beliebig ange- 
II er Pol weite II ^ und Pol Ü, erhält man 
Bt die Lagt? der Mittelkraft ^P aller 
', Dnreii deren Schuitt]>ufjkt (^ mit der 
Chten Riclitmiplinie vun // inuJa dann 



br in A angreifende Käiripfflrwiderstand 




0. 



^P 




achtet Sttin. Zieht man daher ini Kraft- 
ETch den unteren Endpunkt der die IP 
lenden Strecke eine Parallele zq Ai^), so 
jnan im Schnittpunkte dieser mit dßr Wagerechten dnrch den ohereu 
nkt jen^r Strecke den Po] der wirklichen Dmctliiiie, die nun ge- 
5 werden kann, 
it das Gewölbe nicht 



Fig. M 



isch (Fig. 80 a), so ist 
ir Scheiteldnick nicht 
Icht. Man kimn daon 
Wagerech tc und lotrechte 
kraft M beiw. V mit 
äer Momentengloichungcn 
Bug auf die Küiiipfer- 
( A und B bestimmen. 
(ss&n jet?,t die Lastsumme 
fflJ IF^ för die linke und 
' Gewölbehälfte im Kraft- 
^ einer lotrechten Strecke 
lB€n (Fig^ 8fi6), macht 
^ and 40 = F, m ist 
il der wirklichen Drnck- 




A 



(^) 



l^r 



X^l 




Wir haben uns im vorstehenden das Gewölbe nach dem üblichen 

Bsclinitte zerlegt gedacht; man erhält aber denselben Wider- 

iruck W, wenn man das Gewölbe in anderer Weise einteilt, 

W Bur TOD H und dem Gesamtgewichte der Gewölbhälfte 

figt.. Für Gewölbe von nicht sehr grofsem Pfeil Verhältnis 

jßhlt sich die Teilung des Bogens nnd der Überlast dnrch lot- 

Schnitte» weil man dann die einzelnen Stücke als achmale 

;e behandeln kann. Die mittleren Seiten des Seilecks ändern 

iadurch etwas, doch kann diese Abweichung meist unberück- 

t bleiben. 



Fig. 81. 
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Ist die wirkliche Drucklinie so geftinden, so IraDO die Be- 
rechnung der Randspannungen in den einzelnen Schnitten mit Höife 
der Gl. 3^6 S, 70 geäcbehen. 

i) Anwendung auf Biückeng^wiilbe. 

Die Brückengewölbe sind gewöhnlich in solcher Weise Bkr- 
mauert und überschrittet, dals oben eine wagerechte BegrenzuBg 
steht (Fig. Hl). Die verschiedenen Stoffe, welche die Bedeckung 
bilden, werden mittels Veränderung der Höhen sämtlich auf die 
Dichtigkeit ;'i des Mauerwerks zurückgeführt Dann ergibt sieht 
wenn man im folgenden durchweg y^ als Krafteinheit 
benutzt, die Belastungsböbe ^a im Scheitel als Summd der 
{vorläufig nach Gutdünken angenommenen) Gewölbstärke i4 im 
Scheitel, der Übermauerung und der auf dieselbe Dichtigkeit mrüd- 
geführten Üherschftttung. f Solange die 
Oberfläche des Mauerwerks nur schwach 
geneigt ist^ kann der Seitendrnck der 
Überschüttung unberücksichtigt bleiben.) 
Auch nach der Zurückführung auf gleiche 
Dichtigkeit ist die so entstehende Be- 
lastungslinie meist noch wenig von einer 
wagerechten Geraden abweichend» so dafa ^ 
die Hagen *3C he Drucklinie (S. 176) an- 
nähernd diesen Belastangsverhältniasen 

entspricht; daher empfiehlt ea sich, die Mittellinie des Brückengefffllb» 
(wenigstens vorläufig) nach einer Hagen sehen Drucklinie m formen. 
Eine Schwierigkeit besteht zunächst darin, dals gewöhnlich Spann- 
weite l und Pfeilhöhe/ für die innere Leibung, nicht aber fliT 
die Mittellinie gegeben sind und dafs bei der verhältnismäfsig 
grofaen Dicke der Brückengewölbe diese beiden Linien ziemlich 
verschiedene Pfeil Verhältnisse haben. Wenn man aber eine nacli' 
herige zeichnerische Prüfung und etwaige Berichtigung voraussetzti, 
so kann man die Annahme machen, dafs die richtige MittelliEi® 
nnd die zugehörige innere Leibungslinie des Gewölbes dersfllbeO 
Kurvengattuug angehören und sich nur durch einen rerschiedflne^ 
Scheitelhalbmesser r unterscheiden. Man formt daher die inner ^ 
Leibung nach einer Hagen 'sehen Drucklinie und trägt die aß' 
genommene Scbeitelstärke Jq auf. 
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Fiele die wahre DruekMnie mit der Mittelliüie zuflammen, so würde 
r völlig zentrische Druck einer beliebigen Fuge Fig. S3, 

=i/:cosi3 sein. Für überall gleiche Spannung 
äfsten dann die Gewölbstärken d und r/j, sich 
enso verhalten wie Z* und 27, es mürste also 

d cos d = di^t 
h. die lotrechte Projektion aller Fugen gleich d^^ sein (Fig. %2), 

Für Brück engewölbe hat diese Formel allerdings keine grofse 
jdeQtung, weil hei solchen die ungünstigste Stellung der Verkehrs- 
ät zu der stärksten Inanspruchnahme des Gewölbes führt und 
her auch für die Äbmessangen des GewGlbes mafsgebend sein 
ifs; man kann sie höchstens als einen vorläufigen Anhalt benutzen, 
be aber mit d\d^ nicht über 2 hinaus. 

Hiermit steht dann auch die äuisere Leibung zunächst fest, und 
ch Anbringung der Übermauerung und Überschüttung kann nun 
5 zeichnerische Prüfung erfolgen. Man lege durch die Mitten 
n Scheitel- und Kämpferfuge ein Seileck und ändere die Mittellinie 
3 Gewölbes nötigenfalls so» dafs sie sich dem Seileck gut anschmiegt, 
er besser noch mit ihm zuaammenMt Sodann berechnet man 
ch Gl. 3 und 4 (S. 186} c und c^ wobei man die mittlere Gewölb- 
Lrke berücksichtigt, und verlegt die Angriffspunkte von R im 
iheitel und am Kämpfer wieder um c nach oben bezw. unci 2 c nach 
iten. Hiermit steht dann der Spannungszustand des unbelasteten 
awölbes annähernd fest; Voraussetzung ist, dafs der betrachtete 
e wölbbogen nicht zu grofse PfeilhShe hat (etwa bis/ =73?). 

Die bewegliche Belastung wird als gleichmlfsig verteilt 
Qgenommen und in Form einer Belastungshöhe p (mit dem Ein- 
eitsgewichte y-^ eingeführt Bedeckt sie die ganze Spannweite, so 
ann dies als eine Vergröfserung der Belastungahöhe y^ um p an- 
esehen werden. Ohne Verkürzung der Mittellinie wäre dann der 
aaze Seitensehub nach GL 4 S. 167, wenn man z mit y^+p 
ertauscht, H—r{}f^^p\ mit Rücksicht auf diese wird aber 

ieriD bedeutet r den Krümmungshalbmesser der Dmcklinie im 
"teitel. Kann man denselben nicht einer Zeichnung entnehmen, 
' Setze man annähernd 

liefe, BlasUsitatal^hre. TT. 13 
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«na Tj fftr die inndre Leibung gilt. (Bei überall gleleker 
0i«t{U»t2jke wüMe i' — r, + 721/0 sein; wegen der Zunahme der 
Ocv^lbitärke nach den Kämpfern hin wird aber r gröfser.) Der 
Aifitflspunkt von jff liegt im Scheitel um f=*f3d'^t/ nber d«r 
MHte (Fig. 83). Die Kantenpressungen , welche Im 
BtktM bei Toller Belastung entstehen, werden 
ätkm (8. 70 Gl 3 u. 4) ^Jf 



%, SS, 






Fi«. S4. 



wobei düK obere Zeichen fQr die Oberkante gilt, 

Ai« Kämpfer bilde die Mittellinie den Neigungswinkel a mi\ 
4m Wtgerechton (Fig, 84), die Füge annähernd denselben WinM 
mU> d«r Lotrechten. Der Kämpferdruck W ist in Wirkliebkdt 
Mmu fttiler als die Mittellinie, doch ist dieser unterschied nicht 
««br «nrtiifblicbt m dafs man annähernd 

M^a&R kann. Der Angrifl^punkt J, von W liegt 
on t„^2c unter A, liefert also das Moment 
M^^W'2ccmfa^H'2c, IstnuDf/, die Gewölb- 
iilrkd am Kftmpfer, so ergeben sich die Kaoten- 
l^efitingen daselbst hei voller Beiaatung m 
ff _(Mr-2e^^/j. 



ft) 



12* 



d^cmü. 



wobei dan untere Zeichen für die ünterkante gilt. 

liodticki die bewegliche Belastung nur einen Teil der Spann- 
»r«lt«, HO wird di<i Druck linie unsymmetrisch, und ea ist wie sctfln 
MrwUluit« für üin BrQckengewöIbe wünschenswert, dafs der Spannungfl- 
j«)tU(|)nnl(t in kuiner Fuge aus dem Kerne, dem mittleren Drittel 
bufjUiNtrut», dui« also auch die unsymmetrische Drucklinie ia 
ihm byitumdriachün Kernbogen (welcher die mittleren Drittel 
liliwr KiiK«ii »Jinfiilst) verbleibe. 

NhcJi dum Winkler'schen Satze würde (ohne den Einflufa der 
V«rkür/JiiiK, wolcho die Drucklinien steiler macht) auch bei an- 
gymimirmlm lUdiiatung die Drucklinie sich der Mittellinie möglichst 
iim*'hmUi^*iu, LflJkt sich daher für jede Belastungsart eine statisch 
mögJii^hü Drut'klini© nachweisen» die ganz im Kernbogen bleibt, so 
i^j; ein Ctn'nm der Fugen nicht zu befürchten. In Bezug ad 
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^1 



eieren Umstand ist mithin diejenige Belastung (naheza) die un- 
Qstigste, welche möglichst unsymmetrische Drucklinien erzeugt, 
i dieses findet geuau genag statt, wenn die bewegliche Be- 
stüiig die eine Hälfte der Spannweite bedeckt. Diese 
a s e i t i g e Belastung ist 

Fig. 85, 



halb neben der t ollen 
astnng noch in Betracht 
ziehen. (Fig. So.) 

Für die Berechnung der 
Lnnangen, welche diesem 
itande entsprechen, können 
iderum annäherungsweise 
für den parabolischen Bogen- 
jer entwickelten Formeln 

ntzt werden. Zunächst ergibt sich nach S. 152 — 154, dafs an 
I Kämpfern die gröfsten Momente vorkommen, zu deren Be- 
bnung die Gl. 19 und 20 (S- 152) dienen können. In diesen 
dchungen beziehen sich I und / auf die parabolische Mittellinie 

Bogenträgere. Für diese ist der Krümmungshalbmesser Im 
i eitel P : 8/, und es empfiehlt sich, fnr die hier vorliegende Aufgabe 

^ ^ = r oder l^ = B/r 

aetzen, wenn ?- den Krümmungshalbmegser der Mittellinie des 
wölbes im Scheitel bedeutet; ff ist hier mit ;^y zn vertauschen. 
kch Gl. 17, 19 und 20 (S. 152) wird dann 

^'^ 1+f ' 

id nach Gl. 8 S. 155 

Zieht man durch A und B Lotrechte, so geht die Drucklinie 
irch die Punkte Ai hezw. i?, derselben^ und für die Abstände 
-■i, = £rt und BBi=h gilt 




)) 






^1 
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\^t) 2>ritter Abschnitt, El<tstuitäi u. If^iffleit einfach gel rüntmttrSt&bt, 



In der Scbeitelfage bleibt der SpanDungsmittelpunkt C^ in 
selben Höhe: 



11) 



_1,._1^ 

''"a- "'~^/ 



Qber der Mitte wie im anbelastaten und voltbelasteten ZustinJe: 
die Scheitelfuge wird daher bei voller Belastung üi 
stärkste Spannung erfahren, weil dann der Schab Hm 
^Gfsten ist. 

Bei einseitiger Belastung werden die Eantenpressungäii in 
Scheitel 

am Kämpfer der belasteten Hälfte, wenn man wieder äonSh^n? 
W—B^6B<ia einführt: 

und am Kämpfer der unbelasteten Hälfte 
14) n ^t'^, 

wobei sich die oberen Zeichen auf die Oberkante beziehen, 
umgekehrt 

Am Kampfer der belasteten Seite treten die gröfsten Biegung»* 
momente auf Stellt man die Bedingung, dafs hier die 
Druckgpaiitiuug Null werde, so mufs 

C08a</i dl 

. 6Jf,-0O8a 



^i__^t"^=ü oder 



15) 



Rx 



sem. 



Der ümstandf dafs die Belaätnng der einen Hälfte mit Ver- 
kohralast als nngüostigster Fall för das Gewölbe anzusehen ist, weist 
darauf hin, dafä man die Mittellinie des Gewölbes (mithit 
auch die innere Leibung) zweckmälsig nicht nach einer Drucklinie 
fQr das unbelastete Gewölbe formt, sondern besser nach einf 
solchen (verghS. 165 unten), welche einer Belastung der ganzen 
Spannweite mit 4f>, d.h. mit der Hälfte der beweg 
liehen Lasti entspricht Äos dieser symmetrischen Belastung < 
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Fi^. 8fi. 



mPffisaa; 




ano man sich näinlicli die einseitige Belastung der Fig. 85 dadurch 
ntstauden denken, dafs (Fig, 86) auf der linken Hälfte eine positive 
ibwärts gerichtete) Last f ^ p , auf der rechten Seite aber eine 
ufwarts gerichtete, negative Last 
3 /? hinzugekommen ist Hierdurch 
rfährt der Seiteaschub // keine 
II d er u Dg, die Drucklinie aber ver- 
hiebt sich an zwei symmetrisch ge- 
»enen Punkten um gleich viel, nämlich 
f der belasteten Seite nach oben, auf 

r entlasteten nach unten. Die stärksten Abweichungen der Druck- 
lie von der Mittellinie werden also möglichst gering, wenn die 
ittelUnie einer Scheitelbelastung »/n + % p entspricht. 

Legt man durcTi dia drei Punkte, welche mitfeels der Gl, II) und 11 
greben sind^ ein Seileok fQr den Zuatand der ©inBeitigen Belastung, ao ist 
>8«s wieilerum als die DnickiiDie anzuseheo. Man prüfe dann znnäcliat, ob 
« Lmcklinie irgendwo afia dem Kernbogea tritt und vergftöfsete datnaeh 
tigenfalle die Gewölbatlrke. Das zur Zeichnung- des Smlacks erforderliclit? 
aftock gibt auch die Kräfte H^ und W^ genauer als die voratebend be- 
tztea Formeln. 

Beispiel: Das Gewölbe einer Eiseobalmbräcke habe t^lO» Spannweite 
d f=3V3™ Pfeilhöhe; die Scheitelat£rke soll einatweilen zu c?o=^0,öiii au- 
noinineD werden. Übermauernng (toü der Dichtigkeit 7'i^2000) iiud Über- 
tititttmg (von der Dichtigkeit ^'==1600) seiea so betnesaen, dafs die ganie^ 
f Mauerwerk tod der Dichtigkeit ;'i = 2000 zurückge fährte Belastungahöbe 
t Scheitel 1,4™ betrage. Die bewegliche Belastung soll zu p^=lra angc- 
»Urnien werden (rig. 87). 

Anf Grund des TOrstehenden wird die innere Leibang ziitiäcbst nach 
Her Hagän'achen DnickÜDie mit ^(, = 1,4™ + V» ■ 1 ™ = ' .^ ™ Scheitelbelastutig 
sfonat^ die Koordinaten dieser LiDie sind schon auf S, 179 berechnet, wobei 
Leb rj = 4,72iii ergab. Für die Mittellinie gilt dann nach Gl. 3 (S. 193) an- 
i&hemd f = fi + do = 4,72 + 0,6 =Oj32ni. Die Pfeilhöhe der Mittellinie ist 
'ibeKii gleich derjenigen der inneren Leibong. Vär den Neigungswinkel der 
Mittellinie am Kämpfer gilt nach S. 176: 

robei t/rj=l,9™ zu setzen ist, 



v\v^-\-f?~f, vnv^+p 



V^iV^ 



1/^1^0 



2-3Va.l,9 +llV9 ^„- 

^^'"^ *^'"= 5,32. 1,9 ^^-^^' 

8ec3« = 3,35, sec 51 = 1,83. 
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Die Gewölbetärke am Kfimpfer wird dann yorlänfig nach Gl. 1 (S. 19} 
r/,= 1,43 0,6 = 1,098, wof&r rund dx=ln gewählt ist Hiemach kami ab 
mittl«'n; Stärke d=0,Sm gesetzt werden und man erhilt nach GL 1 und 3 



ä 




I --"?£ 



I ^ ■ *: . 
I - ■*-•■ 
F 



TT 
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Für volle Belastung wird nach GL 2—5 (S. 193) 

Dann sind die Eantenpressangen im Scheitel: . 

_ 12,07 / 6 • 0,064 \ _ {32,99 m = 6,6 at 
""0,6 1- 0,6 ;~l 7,24n.= l,5»t, 
3jenigen am Kämpfer: 

12,07 /, ^,_12-0,064\ fl2,82in = 2,6at 

''=n~V'^^+ 1 J = l3I,36ni=6,3at, 

»bei die oberen Werte die Spannungen in der Oberkante, die unteren diejenigen 
der Unterkante ausdrücken. 

Für einseitige Belastung links gilt nach Gl. 6—15 (S. 195): 

Jlf«=-(-^-l-y-5,32+|-. 9,55. ^.0,058) 

= - (2,217 + 1,231) = — 3,448 , 
Jlffc= + 2,217 — 1,231 = + 0,986 , 
«a=— 0,3541», «ft= + 0,109", c= -I- 0,064 m. 

' £antenpre8sungen im Scheitel sind dann 

_ 9,55 / , 6-0,064 \_ f26,10m =5,2 at 
^^^ 0,6 \ - 0,6 )~\ 5,73 m = 1,1 at, 

^antenpressungen am belasteten Kämpfer: 

( — 3 2lm= — 0.6at 
or=9,55. 1,83 + 6. 3,448=17,477 + 20,688=|_^3g;^^^__^^'g^, 

te die ganze KSmpferfuge Druckspannung erhalten, so müfste 

dl = 20,688 : 17,477 = 1,18 ™ 
Acht werden. 

£]twas genauere Werte ergeben sich, wenn man die Zeichnung zu Hülfe 
^t. Diese liefert r=5,55m; auch zeigt sich die Pfeilhöhe der Mittellinie 
»■8 gröfser, nämlich /; = 3,4m (statt SV»). 

Zeichnet man dann ein Seileck zu der symmetrischen, vollen Belastung, 
ilies im Scheitel um 0.064 " oberhalb (Punkt (7,), am Kämpfer um 
»064 = 0,128 n» unterhalb der Mittellinie (auf der Lotrechten durch die 
^^ der Kämpferfuge gemessen) liegt (Punkt A^), so kann man aus dem 
ohörigen Krafteck (Pol 0^ in Fig. 87) fl^=ll,6cbm und Tr= 23,45 cbm 
^^ssen. Daraus entsteht am Scheitel 

^11,6/ 6. 0,064 \_ 131,70 m = 6,3 at 

'^ 0,6 \ - 0,6 /"~l 6,96in = l,4at, 
Kampfer 

Al)weichungen von der ersten Berechnung sind unerheblich. 
Schliefelich zeichne man ein Seileck für die einseitige Belastung 
■^li die 3 Punkte A^ , Cy und B.2 ; darin ist C?i ein Punkt der Scheitelfuge, 
«her um 0,064 m über der Mitte liegt, A^ ein Punkt, der um ^^=«a= 0,361 « 



Dritt fr Ähwhnitt, Khtstiiitt'it h. Frstiffkfif f^htfach r/rkrUmmtfr Sfnfi'. 

unterhalb der Mitt« des. belasteten Kämpfers, B^ eio aolcher, der um 
BJ^ = + 1^=0,103™ öberhiJb der Mitte d<'S lanbaluBteten Kämpfen liegt 
Aus dem lugehimgen Krafteck {Vol O) bind ilaou //j=:9,5 und ^^ = 21,5 
abEumessen. Danach ist uq Sctielc«] 

ferner wird 3/,= — (--^ ■ 1 * 3,4 • 5,55 + -|- - 9,5 • 3,4 - 0,058 ) = — 3,608 . Mm 



E ^fiiiÄ-l^ 0,048'« = - 0,1 »t 



«jD Kämpfet 

«r^L>l,«: 

Die Kämpferstärke meiste 

<fi = 2 1,648: 31,6 =1,002» 
beitra.L-'on, wena liie gaaie Fog« gedruckt werdeo sollte; das lirsprÖDglicU g^- 
wäblW Mftfä (i|^l,0°> geuQgt also. 

AuB dies^iu Seilflck erkennt m&n mich noch, dftfs auf der bt!im>t«teii 
Seite, u. «w. in etwu 1 '/* Meter Abstand von dt-r Slitte» lUe Dracklinie- an'. 
tttwa 0.016"' aus d«tu Kernbogeti nach obeu hitmus rückt. Die Gewölbstärti- 
b«trigt an dh^set Stdle etwa 0,63™, die halbe Kemstärke domaacb n,lO'i"'. 
Dw Fwgcndruct hat hier deo Wert 10 mit einem Momente Jf=l,2l. W 
KftDtenpresBungen werden alao 

_J0_ 6J^_| 34,2»'= 6,8»t 
*'~0,e3- 0,63" ~1-S,4- = -0,5*t. 
Soll auch diese Fnge ia der ^ratiü^ii ÄmdehnaDg Dttick erfahren, so niuf« die 
»i*>Kdbst4itke hier von 0,63 •« auf rf = 6 1,31 : 10 = 0,73», deinen tsprecluend 
im Scheitel tod 0,6*" auf rund 0,70* Tergröfs^rt werden. (Das Moment 
Jtf= 1,31 ist t'rhebUeh kleiner all da« Ktropfenoameiit 31;, — = 3,608. Dafs es 
bwoudere BerOckBichtigMuir noch erfordert, rtUirt daTOD her, dafs die Uewölb- 
stärho lüer «o bedeutend t^erini^er war ab am Kämpfer.) Diesea Beispiel h«' 
atüti)^ also, da(^ die Cileichnng rfcoa^~d!^ fär firQckenfe wölbe (irgl. 8. 192) 
uur ftsJu* beichrrHikt«?ix Wert hat, 

Puroh Formänderutigeu des I^ehrgerüstes, doich Temperataränderungen 
ttnd durch Nacbg«b«n der Widerlag«r entstehen noch weitere EiDwu-kun^en 
auf da« Qew^ilbe. welche niün StÖrung^en ueant Maa sucht den nngünstigen 
KlnfIUi»«eii deraelbeu durch die Art der HersteUnag entgegeniu wirken. 



k) DraekUnte fUr ErdheUstnig. 

Iq dm vorstebenden Untersuchungen wurden rein 1otT«cbte 
UelastungeB YOrausgofttUt Bei Gewölben greiserer Pfeilhöbe mit 
Krdftbersehilttuu^' ist ab«r auch der Seitendmck der Erde zu 
herQcksichtigett, und es soll im folgenden die Drueklinle für diese 
Ki^hiiitung^tirt behandelt werden, D«s GfwdltM selbst liefert für 
di^ nrucklinii» nur eiiift Utreebte Belu^^g; doch soll auf di^en 



Fig. S8. 



Unterschied gegenüber der Erdsehüttung keine Kücksicht genommeo, 

das Gewölbe vielmehr als eine gewichtslose Kette aufgefalät werden. 
Die obere Begrenzung sei wagerecht und liege in der Höhe //* 

über dem Scheitel (Fig, SB); dann ist, wenn wir (wie bei Hagen*8 

Drncklinie) den Punkt I? zum Ursprünge 

nehmen und die Dichtigkeit y der Erde 

zur Erafteinheit wählen, J?/rfi7? das Erd* 

gewicht, welches auf dem Stüclte CP 

der DruckÜDie lastet. Bezüglich der Erd- 

pressuQgen an den lotrechten Schnitt* 

ebenen durch O und P wird die ziemlich 

wahrscheinliche Annahme gemacht, dafs 

sie sich ebenso verhalten wie beim unbegreazten Erdkörper im 

unteren Grenzzugtande; die Presaungeu sind daher nach der Lehre 

vom Erd druck wagerecht, haben die Gröfsen l^k^"^ und Ihkyl 

[tvo ÄT = tg^(45<*— Hg))] und greifen in den unteren Drittelspunjtten 

laD. In C wirkt eine Spannkraft H, während im Punkte P die 

Kraft in A" und Y zerlegt ist. Es gelten dann die Gleichungen 




ihf 



«L'O 



^ d.v JC H— 



'hk{,/-^yl 






Zur Beseitigung dea Integralzeichens wird Ton beiden Seiten die 
Abgeleitete nach ,t gebildet: 



1) 



[H-v.Hf-m'^.-^v(thy- 



Durch geeignete Ordnung der Glieder, sowie nach Multiplikation 

mit 2kdy entsteht dann 
dij d^y 

— k y d V 




-*<»- ^'-"-'' ^ •••■■ ^ •'^-'*' ^- F'MojkeU fttifachjekrümmter Stobt 

Xan äind im beiden Seiten iie Z2hier die Diflerentmle der Ntnn; 
do «iafs üe Intecntioii int' 

i--^,i7 i = — -' ^— ''=Ä:-^ — ^]-0 

fährt. Zur Beä iiTnmnny ier I me f raiioa akoiMtaBtBn C bedenke nn, 

•iai'd für ien Seheirei 

^^ = " ind 1= /. . ao duä 'l=sO:= — 2lH-^i* 

wird. Durcii Abziehen iieser 'lleiL'hiuig Ton der forfaergelMBdn 
und nach EntÄmuDü der Loguithmenzeidien ngibt sich <i»— 

u 



aiao .V= 



i^r 



}-^'^ 



Die Gleichonir 2 ist in jesohlossener Form nicht weiter intesriffbir; 
man kann daher •iie Gleichung ier DmcUinie nicht entwiekdi, 
wohl aber die Krümmungshalbmesser - derselben als Funktion d« 

Neigungswinkels d -ier Kurve bo-eefanen. 

Allgemein ist 






sec^i^ 



An3 Gl. 1 ergibt aich ferner 
woraus nach Gl. 3 wird: 



also 



fix- H 

JIsecH H H 



~ .Vfi -^^'tg2^/;2 ^(cos2d-rfcsin2i>f» y[i__(i_i.)gin2d]»/«" 
Nennt man wieder den Krümmungshalbmesser im Seheitd r, so 
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N 



yo 



itateht für S = 0: 
mit rein lotrechter BelastUDg (Ol 4, S. 107} 
4) H^r^fo. 

Darch Einführung dieses Wertes in die Gleichung filr (t erhält 
man dann 

^^ ^ n[l — (l-h)5m^ß]V^- 

Jetzt muls noch die in GL 5 vorkommende GrOfse p ali Funktion 
von i9 ausgedrückt werden. Gl. 2 gibt aber^ nach t/ aufgelöst, 
wenn man zugleich H mit rif^ vertauscht: 



^ = ^/n]/] 



1 



y^l+A:tg2 



also nach GL 5 



'ho 



[i — {l — k)sm^d]^i 



v.y 



'^r- 
kpQ 



1' 



ge- 



Für 9^ = 300 i9t fe=V3. für (p^SGUO' ist k^^/i. Bei 
gebenem k und bestimmtem ^'/y^ liefert Gl. 6 die Gröfse />/^Vo ^ 
Funktion von d, so dafs man mittels dieser Gleichung die Druckiinie 
annäherungsweise aas kleinen Kreisbögen zusammensetzen kann. 

Unter der Annahmef dafs sich die Spannkräfte gleichmäfsig 
über den Querschnitt verteilen, wird die Spannung im Scheitel 
if:t?o, diejenige an beliebiger Stelle JCmcdul^ wenn t^,, und d 
die betreffenden GewGlbstärken sind. Für gleiche Spannung mufs 
d .ITseci? 



dann ^ = - 



werden und nach GL 3: 
aec ^ 1 



<> Vl-hkig^ö A — (1— fcjsin^i?" 
Bei dieser Belastung durch Erde wird die wagerechte Spannkraft 
X=H^^I%k{f—tjl) mit wachsendem y kleiner und ist an einer 
bestimmten Stelle gleich Null Hier ist dann die Biebtung der 
Drucklinie lotrecht, i9=90**; nennt man die Gew&lbstärfce an dieser 
Stelle (7i, 80 wird nach Gl. 7 



Vk 



also för k- 
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Für Wasaerbelastang oder Jt=l geht GL 5 über in 

d. h. 



Fig. 39. 



e = -^ oder gtf — rvü. 

y 

die KTÜmmung nimmt proportional der Tiefe zu, während GL 1 

liefert r^ = ä(^ . 

Die Drucklinie bat die Form der Fig. 89.*) 

Ist die Tiefe ifo des Scbeitels unter dem 
Wasserapiegel sehr grofs gegen die Höhen- 
eratreckung der Drucklinie, so kann jf^y^ an- 
g^ehen werden, und es wird dann *j=^r^ die 
Drucklinie also ein Kreis. 

AunäbeningB-Oleicbiiug der DruckLinie für 
Erdbelagtung, nach L. Djrfgen.*^) Die Momenteo- 
gleichung fahrt unmittelbar zur Gleichung der Drucklinie, wenn 
man sich entschliefstt das Gewicht des Erdkörpere CPQ (Fig. 90} 
so in die Rechnung einzuführen» ala wäre der Bogen €P eine 
Parabel. Zählt man die Koordinaten Tom Scheitel C aus, so i»^ 
die Fläche des Parabeldreiecka 

CPq=yz^y 
mit dem Schwerpunktsabstande V^»^ TOn P. Nennt man cl^® 
Scheitelüberschüttung z^^ so gilt nach der Figur in Bezug auf ^ 
h 

'(y 



\ 



^a^=rT[t'o + #--i(-^o+3y)] + ^ 



1 X 



Sind für einen bestimmten Funkt ^=^21 und y =/ gegeben, 

ergibt sich daraus 

Fig. 90. 



sa 



Beiaplel: FQr fc = Vi; 1 = 10^\ /-=7,.Sm; 
£Q=lQm wird jr= 30,406 und 

,,_ y [365,638 -V,y (30 + y)] - 

^- 6öTi "• tt 

Damit erhÄlt man folgende Koordinateo 

«^ = 0,5 1 2 3 4 5 G 7 8 

X— ],72 2,40 3,2S 3,88 4,31 4,62 4,84 4,97 5,01. 

*) YergL A. Ritter, Lehrbuch der Ingeniear-Mecbanik^ 1. Aufl., S. ^^ 
**) Profilforroen and AbmesaaDgen von BaawerkeD Ln höheren Dlm*:^^-*' 
von L. Dyrfaen; Zeitachrift für BauweBen, 1884, S. 457. 
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Fig. 91. 



DrncJdiJiie fUi* Erdbelastnog bei sehr grofser Überschlltlungg- 

[ Ist % sehr grofg gegenüber der Höhenausdehnung der 
clinieT so kann für die Ermittelang der Last and des Seiten- 
tes die Tiefe 2 eines Punktes gleich -i^ geaetat werden. Dann 
jer lotrechte Druck auf eine wagerechte Ebene g = ^o» der 
rechte Druck auf eine lotrechte Ebene p = k2^. Unter Ver- 
fissigung des Gewichts des Erdkörpers CPQ, (Fig. 91) lautet 
die Momeotengleichung in Bezug auf P: 

^ ist 

Y^=qm und 

d }/ ^ giß 
dx IT — py ' 
hucklinie steht lotrecht fär dy: rfaj = =0 , 
für Il—pp^O. Der hieraus folgende Wert von t/ werde 
bannt, so dafs 

H=pa. 
man dies in Gl 1 ein, so ergibt sich 
1 2pat/^qx"-^piß, 

ist die Scheitelgleichung einer Ellipse. 
xh ^ mit a — ij\ so entsteht 
' /,/\4 „2 




k 



Yerfeauscbt man 



^ = 1. 



Wagerechte Halbachse ist 

J'ür ix!=h (im Punkte Ä) mula X—0 sein; zugleich ist (nach 
l) Y—qh\ dies stellt die gesamte Spannkraft im Punkte A 
Die Spannkräfte bei A und € haben also das Verhältnis 
BT, oder (nach Gl. 5) 

qhipa='qa\ Jc'.tika=\',V h» 
[die Gewölbstärken bei A and C bekommt man also wieder 
I diid^ = lxfk. 

fc= 1/4 iat der Seitendruck p ein Viertel des lotrechten Druckes» 
ichsenverhältnis der Ellipse a',h = 2 und (^^r^^o^^- 
Pör Wasser ist h=l^ also p = ;/, a = h und d^=d^. 
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VIII. Besondere Formen des Vollwandträgers auf zwei 

Stützen. 

a) Innere Kräfte eines Trägei>s mit nicht parallelen Ciartupgei, 

Unter einem „Vollwandträger*' soll in folgendem eio solclier 
mit im allgemeinen i-fi'Srmigen Querschnitt^ d. h. ein TrÄger mit 
Yerhältnismäfsig dünner» oben und unten durch eine Gnrtüng ali- 
geschlossener Wand verstanden werden. 

Bei einem derartigen Träger mit parallelen Gurtungen bildeB 
die Normalspannkrlfte in einem Querschnitt in ihrer Gesaratlieit 
ein Kräftepaar (vergl. Fig, 92). Das der Biegung 
widerstehende Spannungsmoment wird im wesentlichen 
nur von den Giirtungen über deren Querschnitte 
man die Normalspannungen annähernd gleichmäfsig 
yerteilt annehmen kann, y—oF ist dann die in 
jedem Gurtquerschnitt wirkende Normalspannkraft und, wena die 
Schwerpunkte der Querschnitte um h voneinander abstehen, sind 
das Spannungsmoment 

M^Nh und ö^NiF. 

Der Scberwiderstand T=Q wird in der Hauptsache von der Träger* 
wand geleistet und verteilt sich ziemlich gleichmäfsig über dieselbe. 
Die mittlere Seherspannung ist 



Fig. n. 



r\ 



r^ = 






Fig, 93. 



wenn d die Wanddicke bezeichnet 

Sind die Gurten eines Trägers nicht parallel haben ^^^ 
Mittellinien vielmehr einen veränderlichen Abstand h voneinanöt^^ 
30 wirken die Gurtspannkräfte O und f ' (Fig. 93) 
in der Längsrichtung der Gurtungen und schliefaen 
mit der Wagerechten die Winkel oj und r ein. 
Die Verteilung der Gurtspannkräfte über die 
Gurtquerschnitte werde ebenso annähernd gleich- 
mäfsig vorausgesetzt, als der im Gleichgewicht 
der äufaeren und inneren Kräfte von der Trftger- 
wand zu leistende Scherwiderstand über die Höhe 
der Wand. 
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Fig. 94, 



Ist nun, wie bialier, M die Momentsumme der äufseren Kräfte» 
gen aof einen Puükt des Querschnittes, Q die Gröfse der 
iltierenden aller äafseren Kräfte am links- 
gen Trägeratucke (Q, mit der Richtung^ aufwärts 
icbt}, so verlangt das Gleichgewicht (siehe 

94): 

■ OcQSüj— Uqosv, 

I Omsoh = Ucm v-h = j*/, 
P r=Q — (OBinw + f/sin v) . 
wagerechten Seitenkräfte der Gurten bilden 
mit dem Hebelarme h das Widerstandsmoment. 

Während beim Träger mit parallelen Gurten die Querkraft Q 
1 von der Wand aufgenommen wurde, nehmen hier die Gurten 
;h ihre senkrechten Seitenkräfte) einen Teil der gesamten Quer- 
; Q au^ und nur der Rest F entfUUt auf den Scher widerstand 
Wand. 

Die Gurtkrfifte O und Ü sind nach Gl 1 aus dem Momente M 

M „ M 



ittelbar zu berechnen , nämlich O — ■ , 

/l cos tii 

;h Einführung dieser Werte entsteht aus GL 2: 



U = 



\ 



^Q-^{iga^+igv), 



lun (Fig. 95) dh die Zunahme der Trägerhöhe auf 
Längenfeeilchen d.r^ so wird dh = dT{igoi -{- igv), 
lin 



m 









ist TgQ. 



dM 



iNach Bd. 1 S. 178 Gl. 1 ist die Querkraft Q = ^, folglich 



^dM 



dx 
st nämlich 



— - ^— ; dies kann aber noch kürzer geschrieben werden. 
A dx 



d 



'M\ 



dM 



M 



dh 



1 



A3 h 



dM^M 



dh\ 
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ao dafs 



4) 



r^Af) 



entsteht. 



diß 



Ändern sich nun M und h in gleichem VerhäUaisae, wird Mil 
unveränderlich, so wird F = 0. 

Bei derjenigen Belastnngsart also, bei welcliBF 
sich Moment und TrägerliOhe in gleichem Verhältnis 
ändern, ist die Wandscherkraft gleich Null. 

h) Eiiiflnfslinien eiues einfachen Trägei*» mit nicht parallekn 

Garten. 



Einfinlsliüien für die «tirtkräfte O und 17. 



Da 



= 



U = 



h 003 6j ' h COS V ' 

SO sind die Einflufslinien für diese von derselben Form wie die- 
jenigen fdr M (s. Bd. I a 158 Fig. 122), die Ordinaten sind mi 
durch h C03 io bezw. k cos v zu teilen. Man trage daher uö 

3! , s: 



linksseitigen Auflager nicht x, sondern 



- bezw- , 

h cos üi hcosv 



uf 



Fig. 96, 



'Ml 



m' 



x-4^^^.ß^ 



und verfahre im übrigen wie früher 
(Fig. 96 i). Diese Verhältniszahlen 
sind nach einem willkürlichen Mala- H* 

Stabe aufzuzeichnen. Bezüglich der 
ungünstigsten Belastungaart 
far die Gurtkräfte gilt hier- 
nach dasselbe wie für das Bie- 
gungsmoment 

Einflafslinie filr die Wands^her- 
kraft I". Um F zu finden, verlängert ^^^M ^^M^ 

man die Richtungen der Gurtkräfte 
O und U (Tangenten an die Mittel- 
linien der Gurten) bia zum Schnitt- v 
punkte L und stellt in Bezug auf 
diesen die Momeutengleichung auf; 
in dieser kommen dann O und f" 
nieht vor, und Y ist die einzige Unbekannte. Daher iat die La^** 



a 



\ 



-m 
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ses Brebpunktea L mafsgebend^ n. zw. werde zunächst L linkä 
1 der Spannweite, im Abstände w von Ä » angenommen (Fig. 96 a). 
Die Lasten P und Pi bedingen den Anflagerdruck 



\ 



^-^--T^^'^ 



es wird dann 



|F(t^." + .tO = Aw- P{ii' + »)=-- i"'* (1 + 7-) + ^1«! y • 

zt man P=0, F] = 1, so wird die Einflufö-Ordinate rechts vom 
iDitte 

1*1 w 

it man aber Pj— 0, P—1, so wird die linksseitige Einflafa- 

Mnate 

tt u> -\- l 



¥ 



' / M' + ^' 



leht man nun (Fig. 96 t') ^^1^2 = 



w 



B, Bo 



w + l 



zieht 



?*'H-j;' ^^^^ ie* + a;' 
C2 B2 nnd ^i Ci J.2 , so bilden die Stücke A^ C^ ^^^ ^1 ^1 ^i^ 
ofluMinie. Links vom Schnitte sind die Einflüsse negativ« rechts 
ativ. Da die Abschnitte AiJ^ nnd B^ B^ sich verhalten wie 
zu w + Z , so ist eTsiehtlieh, dafs die beiden Stücke der Einflufg- 
te sich auf einer Senkrechten durch den Drehpunkt L achneiden 
aaen, — Schneiden die Richtungen von O und U (Fig. 96 a) auf 
Stützenaenkrechten die Stücke a und b ab, so ist w'.w^:v=^ a:h, 
- l:iü'\-x==h:h, man kann daher in Fig. 96t; auch 



) 



^1 ^2 = — » By B2 = — auftragen. 



Wählt man den Schnitt in der Nähe des rechtsseitigen Auf- 
öTS, so dafs die Richtungen von ö und U sich rechts von der 
>nnweite schneiden, so wird a > h ; die Einflafsfigur ändert sich 
1 entsprechend, doch bleiben nach wie vor die Einflüsse rechts 
1 Schnitte positiv, links negativ» so dafs der gröfste positive 
xi der Wandscherkraft Y^az bei einseitiger Belastung rechts 
1 Schnitte, dagegen Y^^ bei einseitiger Belastung links vom 

f litte entsteht; es gelten daher für Y dieselben Belastungsgesetze 
för q^ Bd. I S. 160 u. f. 



S«ck, Eluthltätalelir«. II. 



14 



L 



no' 



fm.re^Uiti 



a^fte. 



M 



Yim—s)^Pm 



(i_:?L)+j>^r; 



iiBtrbftlb im 



-OrfiMAn Inki vi 



r/ = 



/— K- 



/ ir— 4P 



^/i=X 






4 L ImMc p«MtiT. Um die maMuSaliwem n «lislteii, hst 
^ ^, ^ t/Jb, B^Bi= Vjh b«kte SKb der poätiTeii Seite rnafza 
nd f» ftMgni >D Ter&hno wie frUktr. J, B^ «ad J3| A^ 
gid wied« in /.j snf der Senkreckten ditrci X. Lie^ der 
(dher an dem re«ltteii Auflager, sa dmfs sieh L links vom Sebml 
efgibt, so ludet mv, d«Js die Einfla^-Ofdiimtea dorehweg negativ 
«erdeiit daft tBu «/A und ^ Jk beide nach der aefmtiren Seite i 
ningeii kat 

An der Schoiltstelle ändert sieb in allen Flllen die Gröfse 
Einflafs-Ordinate fttr Y am die Lasteinlieit '^C^, denn w 
fiich die Lasteiiiheii von rechta nacb links über die Schnitts 
hinweg bewegt, tritt sie plötzlich als neue Eraft za den KiiLfteD 
am lijiksseitigen Abschnitte binKU und mufs, da sie id dieiem 
Angenblicke geoau mit Y EosammeDällt, diese Kraft um ihre 
eigene Größe entlasteo, d. b. vertnindern. 

Für den gewöhnlichen Fall, dafs der Schoittpnntl 
L der Gurtrichtnngen anfserhalb der Spannweite liegt, 
gilt daher f&r die Wandseberkraft Y dasselbe Be- 
lastungsgesetz wie für die Qaerkraft Q^x es entstehen 
Y^^ und F^in bei einseitiger Belastung. Liegt aber der 
Drebponkt L (ansnahmsweise) innerhalb der Spannweite, 
80 ist F für valle Belastung zu berechnen. 



c) Parabolischer Träger. 

Stellt naan die Bedingung, dafs bei gleichmäfsiger Belastni 
des ganzen Trägers die Wandscherkraft F an allen Stellen ver- 



L™ 



Fig. 98. 



iwinde, so mufs nach Gl. 4 S. 208 die TrägerhöLe h sich ia 
Bichera Yerbältnisse mit dem Momente, d. b. nach parabolischem 
»setz ändern, weil bei dif^er Belastungsart die Darstellung der 
»metite eioe Parabel ist. Die GleichuDg für das Moment lautet: 

M— Vj qs){l—x), mithin wird h = */2 qiV{l — a;)'C. 
; nun far x = '/* ^ die Trägerhöhe in der Mitte und zugleich die 
[öfste Trägerhöhe /t = A„, , so wird h^ = ^/^ql^-C, mithin nach 
ifernting von 6': 

nach dieser Gleichung gestalteter Träger heifst parabolischer 
äger. Dem einen Gurte kann man beliebige Form geben, nur 
fs die von diesem aus gemessene lotrechte Trägerhöhe dem 

Eirabelgesetze (Gl. 1) folgen. Gewöhnlich macht man aber einen 

Drt gerade» den anderen parabolisch, oder beide parabolisch, 
2W. mit Krümmung nach entgegengesetzten 

liten oder (seltener) nach derselben Seite 

Eichel träger). 

Unter Annahme einer gleicbmälsigen 

iSndigen Last p und einer ebenfalls gleich- 

läfsigeo beweglichen Last /^ sollen nun die 

töfsten Werte der Gurtkräfte und der Wand- 

cherkraft ermittelt werden. 

Die Gurten erbalten dieatarksten Spannungen 

ei Toller Belastung mit i? + /> = 9 ; das Moment 

ß einer Schnittstelle ist dann */2q£(l — .1?)* Nach S. 207 bilden 

ie wagerechten Seitenkräfte der Garten Oco3 6j = C^co3v, die wir 

itm H nennen wollen, mit dem Hebelarme h das Widerstands- 

Ooment. Daher wird 

etzfc man hier den Wert von A aus GL 1 S. 211 ein, so entsteht 

). h.: Bei voller Belastung hat die wagerechte Seiten- 
:raft der Gurten eines parabolischen Trägern 13.ngs 
er ganzen Tr&gerlinge den gleichen Wert. Derselbe 
t leicht zu berechnen, indem man das Moment ^/sgl- in der Mitte 
arcb die Trägerböbe h„, in der Mitte teilt. 




5 



if= 
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Die Gurtkräfte selbst sind 

Ist der eine Gurt (bei spiels weise der untere) gerade, so ist hm 
Spannkraft überall Yon der gleichen Gr&fse IJ. In dem andern) 
p^raboltscben Gurte herrscht in der Mitte auch die Kraft H, ml 
den Auflagern nimmt aber die Gurtkraft O mit seccü zu- An 
Enden ist (Fig. 98 a) 

tge^, = 2A.:V=? = ^, _^,-|,., ^, 

Für A„=Vs^ »st beispielsweise seca>i :=1^V4= 1»*-» d. h. ät 

Gurtkraft nimmt von der Mitte nach den Enden hin um 12"/* si" 

Verteilt sich die Pfeilhöbe gleiebmäfaig auf beide Gort» 

(Fig. 986) so wird 



mithin sec 



.,=]/ 



14 



i6a; 



1«^.=?^ 



und sec ta 



,=y 



14 



4 hl 



lat daher wieder A« = V^ ^ » so wird sec 6j) = K l 4 Vie = liW 
oder die Zunahme der Gurtkraft beti-ägt in diesem Falle nur 37* 

Die Wandsclierkraft erreicht ihren gröfsten Wert T«, 
einseitiger Belastung rechts vom Schnitte. Die ständige Belastof 
^ der ganzen Trägerlänge bringt aber nach der Grundbedingocg 
des parabolischen Trägera die Wandscherkraft Y= hervor, so diö 
hier nur die bewegliche Last p in Frage kommt 

Für die Lage des Drehpunktes L gilt nach Fig. 99: 






w + ss dof 
(nach GL 1); also 



r- 



Fig. 99. 



W-\'3i=^ 



xil^x) 



4.h^{l~2x) l-2x 



fjnifl'i-. 



mithin 



3) 



iü = 



w 



1-20! 



und 



/ T 



^ 



I 



w-^ X l — sc 

Daraus ergibt sich nach S. 209 die in Fig. 99 gezeichnete 
Einflufsfigur für F. Die positive EinftufsordiDate an der Schnitt" 



stelle beträgt 



l-i 



■==y, der Inhalt der gesamten positiveö 



l 



l 



^tang daher F«,,j: = | 



l 2 



die EinwirküDg der reclitgseitigeti Be- 



p a;{l — m) 



2 l 
y(l — a^) vorkomrot^ so kann man dieses nach Gl. 1 durch 
r setzen und erhält kürzer 



Da hierin das parabolische Glied 

4A« 



» 






entsteht, wenn die Strecke links vom Schnitte mit p belastet 
Die negative Einflufsfläche in Fig. 99 mafs aber mit der 
dtiren den gleichen Inhalt haben, weil ja eine gleichmäfslge 
elastnng dea ganzen Trägers Y zu Null macht; daher ist 
^„1^=— F^„ und 



tutn O fttn 



»der: Die grSfste positive und die gröfste negative 
Wandscherkraft haben beim parabolischen Träger 
gleichen absoluten Wert und ändern sich in gleichem 
STerhaltnisse mit der Trägerhöhe h der betreffenden 
Schnittstelle. 

In der TTägermitte, wö die Gurten parallel, ist die. Wandscherkraft 
■^*iu gleichbedeutend mit der Querkraft Q„,„; letztere hat aber nach Bd. I 

S, iGi (uod -wie sich leiclit ohne weiteres berechnet! Ufst) den Wert -^ P^; 

iat man sich daher nar gemerkt, dafs behn parabolischen Träger Y,^^ mit h 
^erhältnisgkich ist, so kann man Gl. 5 ohne besondere Rechnnüg leicht an- 
»«hreiben. 

Nimmt nian au, dafa die Scherkraft Y^^^,^ ajch gleichmärsig über die 
Wandhöhe h vartfiilt, so kommt (bei der Wandstärke ä) auf die Flächeneinheit 

sine mittlere ScherfpaQaung 

Mit Kuckaicht darauf, dafa diese überall gleiche Schabspannung an jedem 
■cimitte mit einer starken Normalapannnng der Gurten zusammentrifft, wähle 
kan fdr t„ etwa V'o der zulässigen Aaatreogung, setze also r^^0,4s; dann 
bh&lt man als erforderliche Wandstärke 



rf = ^ 



1 pl 



'8 0,ish^' 

Von Interesse ist der Vergleich des parabolischen Trägers mit 
Bm Parallelträger (dem Träger mit parallelen Gurten). 



i 



.'r-mtm.ft' -laract -^Timmr^ i^Vit 



"•". ■ . -^ TBszmsr jfr Tarrat nr 

^r.>r 7 .*r Jir* -aus. BBE JOBB^ JE 1K ZBBL SÖIJlB Wfl 

*<4r- .»- * r, -.ir.:::::: 



jaL.iiimmuiL. 



— • 

• . ■■v-r':.'- >:.^^*:-jr .rTra-»»s obsbüisk T-wrr ^=f ^^.laki 



'-n 









l ? Ulli' *♦•»!? IH 

yy. 1 ■'■ ».. -.»»f.'i.j 1.1* "-TTi.iTTi? US- r-iraziÄ 3aÄ dCB 
^ ■ •*■■ . ä :.' *rvi. • ?. iÜ'. Dteaisi kian 

A '. 'A. >. \ /vr V;;". ■ r.'-r.fi .* u»'. '.'• 5:8 - i = - 1 r /? ' — x 'Tig. 100)l| 
y.:-'-^. i.'.f. f.'.^.*rr.. >^ Ca!* i::i '>^, = - ».r^. *^ l*}. 

'i f%^/i:f ;/,:.*'. 4.'. iA.>/,/Jl*!T rr.K.'.H 



he? 



ii- 



//»/ifi i^tf. /// uuf.h unbekannt; es ist nämlieh tgc^- 



w;6> == I 1—7 T^ , SO dafs 

4 a.r- 



</d; 



nnd 



1/ 






wird. 
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Dies ist die Differentialgleichung des PauH'schen Trägers 
(wall aufser h und .t auch UhuLr vorkommt): dieselbe lafst sich 

^n geschlossener Form nicht lösen. Weil aber, wie oben bemerkt, 
ier Träger nur wenig von dem parabolischen abweichen kann, so 
ist es genau genug» den immerhin nur kleinen Wert dhufx an- 

^Bäherangsweise von der Gleichnng des parabolischen Trägers ku ent- 

nehmen und in Gl. 1 einzusetzen. Dann folgt aus h — ^^A:(l — a:)', 
dm l \ l) 

Ist aber A„ : / < Vß , so wird 

SO dafs man zur weiteren Abkürzung noch 



(■4S!)'"— IS-- 



mit alleiniger Benutzung der beiden ersten Glieder setzen kann. 
Dann entsteht 






Hbis Ännäherungsgleichung des Pauli'achen Trägers. 

r Da die Trägerform nur wenig von der des parabolischen Trägers 

abweicht, so können naturlich auch die Eigenschaften beider nar 
wenig voneinander verschieden sein. Die Wandscherkraft F, 
deren gröfster absoluter Wert beim parabolischen Träger so klein 
war, wie überhaupt nur möglich, wird hier etwas größer ausfallen. 
Allgemeine Gleichungen dafür werden reichlich verwickelt» man 
kann aber in jedem besonderen Falle für jede Schnittstelle leicbt 
die Lage des Drehpunktes L und darnach die Einflufsfigur für Y 
bestimmen, woraus sich dann Y^,,^ und F„,„ ergeben. Die ständige 
Belastung hat hier auch einen, allerdings nur geringen, EinÜüfs auf Y, 




2I(j Vierter Ät'schfutt, Elast iiHät und Ftstigkeit ebener Fttchiferke. 



Vierter Abschnitt. 



Elastizität und Festigkeit el)enerEachwerke, 
der Pachwerkstoalken. 



I. Begriffserklärung, Entstehung und altgemeine statische 
Eigenschaften ebener Fachwerke* 

a) Begriflserklärun^ und VorAnssetziingen. 

Im zweiten und dritten Abschnitt wurden die unter der Wirkung 
äufserer Kräfte in einein stabförmig geraden, bezw. einfach ge- 
krümmten Stabe entstehenden Spannungen und FormänderoDgen 
untersucht. Hier ist die gleiche Aufgabe für eine Verbindang von 
Stäben zu einem sogenannten Fachwerk zu lösen. 

Unter einem Fach werk in Btatischöm Sinne als Bauwerk soll 
in folgendem ein System von Stäben verstanden werden, die an 
ihren Enden gelenkartig und in solcher Anordnung miteitjander 
Terbunden sind, dafs das entstehende Stabgebilde unter der Voraiia- 
setznng völliger Starrheit der Stäbe durch den Angriff bdiebigar 
äufserer Kräfte keinerlei Formänderung, in Wirklichkeit aber, 
d. h. bei der tatsächlich vorhandenen Elastizität der Stäbe und vm 
die äufseren Kräfte ein gewisses Mafs nicht überschreiten, nur 
elastische Formänderungen erleidet. Die gemeinsamen Geleni' 
oder Verbindungspunkte der Stäbe sind die sogenannten Knoten- 
punkte des Fachwerks, Ein derartiges auch als „steifes" Facbwerii 
bezeichnetes Stahgebilde unterliegt gegenüber dem Ängrifl' äufserer 
Kräfte genau denselben Grleichgewichtsbedingungen, wie ein stamr, 
bezw. elastisch fester Körper. 

Das gebräuchliche Fach werk besteht meistens aus geradfla 
Stäben und nur in seltenen Ausnahmefällen kommen auch eiDfacl 
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Fig. 101. 



gekTümmte Stäbe in Anwendung- Liegen die Mittellinien bezw. 
Achten aller Stäbe und somit namentlicb auch alle Qelenkpunkte 
in einer Ebene, so wird das Stabgebilde ein „ebenem**, andernfalls 
ein „räumliches" Facbwerk genannt Das hier allein zu be- 
handelnde ebene Faebwerk kann, wie leicht ersichtlich, nur im 
Gleichgewicht sein, bezw. seine Form nur aufrecht erhalten gegen- 
über Kräften, welche in seiner Ebene wirken; nur solche vermögen 
sich in ihrer Wirkung anf das Fachwerk, bezw. durch Vermittelung 
desselben gegenseitig wie an einem starren Körper aufzuheben. 

Wird ein ebenes Fachwerk in einzelnen Punkten unterstütz 
und dadurch einem etwaigen Kräfte- oder Lastenangriff in seiner 
Ebene gegenüber festgehalten, so entsteht 
der ebene Fach werk balken (Fig. 101). 

Die Frage, ob nach der Art der 
Unterstützung der äufsere Gleichgewichts- 
zustand des steifen Faehwerkbalkens ein 
statisch bestimmter oder statisch nnbe- 
stimmter ist, mufs nach den gleichen Gesichtspunkten entschieden 
werden, welche im dritten Abschnitt unter I für den ebenen Voll- 
wandbalken dargelegt sind. Handelt es sich danach am einen 
äufserlich, d. b, hinsichtlich der äufseren Kräfte statisch bestimmten 
Fachwerkbalken, so hat auch die Ermittelung der Stutzwi der stände 
wie beim statisch bestimmten Vollwandbalken zu geschehen. 

Die Stäbe des Fachwerks nehmen wir zunächst gewichtslos 
an und setzen ferner voraus, dafs aUe auf dasselbe wirkenden 
Hufseren Kräfte in seinen Knotenpunkten angreifen. Dann kann 
der einzelne Stab nur in den Qelenkpunkten seiner Enden Ton 
Kräften getroffen werden, und wenn man von der Reibung in den 
öelenken absieht, so verlangt das Gleichgewicht des Stabes f&r sich 
allein, dafs diese unter der Wirkung der äufseren Kräfte von dem 
umschliefsenden Fachwerk auf die Stabenden ausgeübten Kräfte 
einander entgegengesetzt gleich sind und in die Verbindungs- 
gerade der Gelenkpunkte fallen. Im Gleichgewicht der äufseren 
und inneren Kräfte am ganzen Fach werk hat der Stab einen gleich 
grofaen, entgegengesetzt gerichteten Spannungswiderstand, die so- 
genannte Stabkraft zu leisten, welche als Mittelkraft der in allen 
Stabquerschnitten auftretenden inneren Spannkräfte anzusehen ist. 
Je nachdem die Stabkräfte einer Vergröfserung oder einer Ver- 
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kleinerung der Abstände der beiden Gelenkpuokte entgegen zu 
wirken haben, sind sie Zug- oder Druckkräfte, Bei der BestimmuD^ 
der Stabkräfte empfiehlt es sieht zunlcbst alle als Zugkräfte m« 
zufuhren; ein sich ergebender positiver oder negativer Wert kenn- 
zeichnet dieselben dann als Zug- oder Druckkräfte. In besoodeiHi 
Fällen freilich, wo über das Vorzeichen einer Gruppe von Stab- 
kräften von vornherein ein Zweifel nicht besteht, ist es einfacher, 
von der Benutzung dieser Hegel abzusehen. Bei der ßestinnDUO^ 
sowohl der äufderen Stützkräfte als der Stabspannkräfte könnea iiail 
sollen die elaatiacben ForniänderuDgen des Fach werk es anfser AcM 
bleiben und alle Kräfte in solcher Lage and Riehtang angenomiien 
werden, als wenn das Faehwerk viSllig unelastisch, starr wäre. 

Die Stabkräfte aind ihrer Richtung und Lage nach darch den 
geometrischen Zasimmenhang des Fach Werkes gegeben; es bkiU 
nur ihre GrOl'se zu ermitteln. M dies geschehen, so kennen die 
Spannungen in den einzelnen Stabquerschnitten, je nachdem die 
Verbind ungegerade der Gelenk punkte mit der Stabacbse zusammen- 
fällt (wie meistens der Fall) oder nicht, nach den bekannten Eegeln 
für zentriftcbe oder eizentrlsche Zug- oder Druckbelastung bf- 
rechnet werden. 

Die Stäbe, welche das Fach werk oben und unten begrenzet!, 
bilden den Ober- bezw. Untergurt, welche beim Vollwandbalkea 
auch vorkamen (S. 20(j). Die Spannkräfte dieser Gurten 
hier ebenfalls mit bezw. U, ihre Neigungs- 
winkel gegen die Wagereehte mit w und p be- 
zeichnet werden (Fig. 102), Die Stäbe, welche 
die Gurten miteinander verbinden (also die 
Wand des Vollwandträgers ersetzen), werden 
im allgemeinen Wandglieder, FüUunga- 
stäbe, Gitterstäbe genannt; die schräg 
stehenden Wandglieder nennt man im be- 
sonderen Streben oder Diagonalen und ihre Spannkraft i^ 
(mit dem Neigungswinkel 6 gegen die Wagerechte), die etwa lot- 
recht stehenden aber Ständer, Pfosten oder Vertikalen niit 
der Spannkraft V, Übrigens sind die Ständer hei der Bereclia"viflg 
HUT Sonderfalle der Streben mit ö = 90*. 



Fig. 102. 
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b) Entstehung und allgemeine statische Eigeuscbafteu ebener 

Fachwerke. 

Wie geometrisch ein Dreieck durch seine drei Seiten eindeutig 
bestimmt ist, so bilden drei in Dreiecksform miteinander verbundene 
starre Gelenkstangen ein durch änfsere Kräfte in seiner Form nicht 
veränderliches Geleokstangendreieck. Fügt man mehrere Gelenk- 
stangendreiecke so aneinander, dafs je zwei beoachbarte eine Seite. 
bezw, eine Gelenkstange gemeinsam haben, so entsteht das einfache 
Dreieckaf achwerk oder Dreiecksnetz (Fig. 101), die bei weitem 
am häufigsten ausgeführte Fachwerksform. Aus ihrer Entatehungs- 
weise erkennt man ohne weiteres, dafs sie äufseren Kräften gegenüber 
starr, bezw. nur elastischer Formänderung fShig ist Denn es ist 
von einem in sich un verschieblich starren Änfangsdreieck aus- 
gehend, jeder weitere Knotenpunkt durch zwei Stangen gegen die 
Endpunkte einer Dreiecksseite unverachiehlich festgelegt Wie leicht 
ersichtlicb, kann ein derart unverschieb- 
licber Anschlufs weiterer Knotenpunkte Fig. 103. 

k an ein bereits vorhandenes starres Fach- 
werk je durch zwei Gelenkstangen all- 
gemein auch in der Weise geschehen, 
dafs man die Verbindung jedesmal mit 
zwei beliebigen schon festliegenden 
Knotenpunkten herstellt (Fig. 103J. 
Änch das so entstehende ,,eiufache 
Fachwerk'* mufs in sich nnverschieb- 
lich starr sein ; denn, wäre der mit dem 
Fachwerk 123 4 zu verbindende neue 
Knotenpunkt (5) nur durch einen Gelenk- 
stab 4 5 mit dem bereits festliegenden / 
Knotenpimkte (4) verbunden, so würde 
er sich nur noch auf einem Krets- 

I bogen um diesen bewegen können, seine 
Verbindung durch einen zweiten Gelenk- 
stab 3 5 mit dem zweiten Festpunkte 

lC3) zwingt ihn gleichzeitig auf einen 
Kreisbogen um diesen Knotenpunkt und 

I damit auf den Schnittpunkt 5 beider, also in eine bestimmte nnd 
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unveränderliclie Lage. Ebenso ist der Punkt 6 durch Verbindung 
mit deo belieblgeii nicht einem Dreieck angehGrigen Fankten 1 
und 5 festgelegt. Eine gewiaae kleine Bewegungsfreiheit würde den 
so angeschlossenen Knotenpunkten Eur iti dem Falle verbleiben, wo 
die drei Oelenkpunkte 35' und 4 der beiden Anschlufsstäbe in eine 
gerade Linie fallen, jene beiden Kreisbögen sich also nicht achneiden, 
sondern tangieren. Ein derartiges, auch unter der Voraussetzung 
völlig starrer Stäbe nicht Töllig uürerschieb liebes Fach werk katin die 
statischen Bedingungen flir das Gleichgewicht TOn Bauwerken gegen- 
über einem beliebigen Angriff äulserer Kräfte im allgemeinen nicht 
erfüllen und ist daher praktisch unbrauchbar. Auf die statiscben 
Eigenschaften solcher auch in anderer Weise entstehender Fachwerke 
mit kleiner Beweglichkeit soll weiter unten noch näher eingegangen 
werden. 

Baa Bildungsgesetz flir ein einfachem starres Fachwerk lä&t 
sich also wie folgt aussprechen: Aus drei Stäben ist eis 
Gelenkstabdreieck zu bilden und alle weiteren Enotaii' 
punkte sind je mit zwei Stäben an die bereits vor- 
handenen so anzuachliefsen, dafs beide Stäbe nichts 
dieselbe Richtung erhalten,'") 

Ist bei einem so gebildeten starren Fach werk it die Anzal 
der Knotenpunkte, so ist die Zahl der Stäbe 

<f = 2n — 3.**) 
Denn fQr das allereinfacbste Fach werk, das Gelenkatabdreieek, er- 
kennt man die Richtigkeit dieser Beiiehung ohne weiteres; es ist 
3=^2-3 — 3=^3 die Zahl der Stäbe. Fügt man mit 2t Stäben 
r Knotenpunkte hinzu, so steigt die Zahl der Stäbe auf ^»3 + 2^ 
und die Zahl der Knotenpunkte auf « ^34-^«. Es ist also 

g = y + 2r=2(r+3}-3-2/i — 3. 
Ein derart gebildetes Fachwerk ist nun stets auch in sich statist^'k^ 
bestimmt, d. h. es lassen sich, wenn es unter dem Angriff äufser^^^ 
Kräfte im Gleichgewicht steht, auch alle Stabkräfte mit Hftlfe d^^ 
statischen Gleichgewichtsbediogungen für Kräfte in einer Ebei 
bestimmen. Denkt man sich nämlich an irgend einem Knotenpun 



*) In der praktiscben Georaetri« entsteht in gleicher Weise axLS «1^ ■ 
Verbindung von Punkten durch Gerade das Triatig^iilationsoetz. 

**) In der Geometrie besttmraea 2 n — 3 Seiten und Diag-onalen das «-E^c: 
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Fachwerks die ihn festhaltenden Stäbe durchschnitten and an 
en Schnittstellen die Stabkräfte als äufsere Kräfte angebracht, ao 
lüsaeti diese mit den am Knoten angreifenden äufseren Kräften im 
ieichgewicht sein (Fig. 104). Da alle diese Kräfte 
im gemeinsamen ÄngriHapnnkt haben, so mOssen 
I zwei Gleichgewichtggleichungen erfüllen. Daraus 
geben sich für n Knoten 2» Gleichungen. Da 
er, wenn an allen «-Knotenpunkten Gleichgewicht 
srrscht, auch das ganze Fach werk im Gleichgewicht 
lin miifs, so umfasaen jene 2 /(-Gleichungen auch das äufsere 
leichgewicht, das im allgemeinen durch 3 Gleichungen bestimmt 
^ Es bleiben daher für die Ermittelung der 2n — 3 unbekannten 
tabkräfte noch 2n — 3, also eine hinreichende Anzahl von 
leichungen verfügbar. Oder man kann auch wie folgt schliefsen: 
fenn ein von Kräften in seiner Ebene ergriffenes Fachwerk in 
atisch bestimmter Weise gestützt wird, so sind 3 unbekannte 
ifsere Stützwerte und 2n — B unbekannte Stabkräfte zu ermitteln^ 
\a im allgemeinen mit 2 «- Gleichungen geschehen kann. 

Ein nach obiger Hegel gebildetes einfaches Fachwerk ist also 
IfFohl „steif" als aüch in sich oder wie man sagt „innerlich 
atisch bestimmt". Es entsteht nun die Frage, ob und wie 
eh etwa in anderer Weise stflife und atatiach bestimmte Fach- 
ärke gebildet werden können. 

Aus obigen Betrachtungen ergibt sich zunächst, dafs jedes 
iufaerHch" statisch bestimmte, d. h. in statisch bestimmter 
eise gestützte Fachwerk nur dann auch „innerlich* statisch 
stimmt sein kann» wenn die Anzahl der Stäbe nicht gröfser ist 
i 2n — 3. Ist sie kleiner, so ist das Pachwerk geometrisch 
[bestimmt und statisch nicht steif, sondern eine durch den Angriff 
fserer Kräfte im allgemeinen veränderliche Figur, die für jede 
iderung des Kräfteangriffs auch eine andere Gleichgewichts form 
nimmt, also nur gegenüber einem bestimmten äufseren Kräfte- 
griff ihre Form aufrecht zu erhalten» im Gleichgewicht zu bleiben 
rmag. Wäre z. B. für ein solches Fach werk von w Knotenpunkten 
B Anzahl der Stäbe nur 2n — 4, so könnten die ebensoviel 
bekannten Stabkräfte nur gleichviel, d.h. 2m ^4 Gleichgewichts- 
dingungen erfüllen, die äufaeren Kräfte würden also von den im 
nzen 2 »- Bedingungen noch 4, d. h. eine mehr zu erfüllen haben, 
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als dem Gleicbgewicht ?on Kräften an irioem sUrrtn Kdrper eat- 
eprechen; ein sotcbes Facbwerk kÖDote also nar einem „bedingten"' 
an&ereii Kräfteaßgriff gegenüber im Oleicbgewicbt sein. 

Wir erkennen daber^ dafs ein Facbwerk, damit es steif und 
ZQgleicb statisch bestimmt sei, unter allen umständen die Bedingung 
# = 2« — 3 erfüllen mufs. E§ wird sich aber zeigen, dafs nicht aucli 
nmgekehrt, alle Fachwerke, welche diese Bedingang erfüllen, wirklich 
stets auch steif ond statisch bestimmt sind, sondern anter ÜmstätideB 
gleichzeitig eJJierseita geometrisch unbestimmt und statisch nicht 
steif, andererseits aber geometrisch fiberstimmt nnd statisch uok- 
stimmt sein können. Bei zweckmäfsiger Anordnung der Stlbe iW 
lafat sich immer mit 2n — 3 Stäben ein steifes und in sich statisch 
bestimmtes Fachwerk mit «-Knotenpunkten bilden, ohne dafs das 
oben fflr das „einfache" Fachwerk ausgespro ebene Bildangsgesfltz 
befolgt wird. Wie das geschehen und wie bei beliebig gebildeten 
ebenen Fach werken ron 2n — 3 Stäben die Steifheit und statiäcb« 
Bestimmtheit untersucht werden kann, soll in folgendem einer iroT- 
iiiufigen Betrachtung unterzogen werden. 
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Verbindet man zwei steife Fachwerke oder gegliederte Scheiben 
I and ]I (Fig. 105) so miteinander, dafs sie einen Knotenpunkt 
gemeinsam haben, so ist, wie man ohne weiteres erkennt, das 
entstehende ebene Stabgebilde statisch nicht steif, Tielmehr in sich 
verschieblich, ein Ergebnis, dag auch mit dem oben nachgewiesenen 
analytischen Merkmal für die Steifheit eines Fachwerks übereinstimmt. 
Ist nämlich nj die Zahl der Knoten und 5[ = 2^ji — 3 die Zahl 
der Stäbe des einen, «;, die Zahl der Knoten und J?2 = 2»i2 — * 
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» Zahl der Stäbe des änderet] steifen Fachwerks^ so ist offenbar 
= fji-j-W2 — 1 die Zahl der Knoten und 

Äj = sj + ^2 = 2 («i + ii^} —6 = 2 (i^i + j?2 — 1) — 4 = 2 « " 4 

I Anzahl der Stäbe der Verbindung beider Fachwerke; m fehlt 
3ser also ein Stab, um ein einziges geometrisch bestimmtes und 
Ltisch steifes Fach werk zu bilden. Dementsprechend besteht auch 
r eine bestimmte Bewegungsmöglichkeit, oder wie man sagt, 
i€ zwangläuöge Beweglichkeit der Teile I und II des Fachwerks 
igeneinander, dadurch gekennzeichnet, dals durch die Bewegung 
geud eines Punktes des einen Teiles die Bewegungen aller übrigen 
iitkte desselben gegen den anderen Teil bestimmt sind. Wird 
so ein Punkt der einen Scheibe festgehalten, zur relativen Kuhö 
»gen die andere Scheibe gezwungen, so werden dadurch auch alle 
ankte heider Scheiben gegeneinander unbeweglicb, das gaoze Stab- 
hilde also zu einem steifen Fach werk. 

Im vorliegenden Falle kann die eine Scheibe (11) gegen die 
äere etwa festgehaltene (I) nur eine Drehbewegung um den ge- 
sinsamen Knotenpunkt (5) beider ausführen. Dabei ändert sich 

allgemeinen die Entfernung eines jeden Punktes der einen 
leibe von jedem Punkte der anderen. Wird die gegenseitige 
Wegung eines Punktpaares, etwa 4 und 6 durch Einfügung eines 
lenkstahes 4 6 zwischen den Punkten 4 u, 6 aufgehoben, so entsteht 
lureh das steife Fach werk 123456 7 80 (Anzahl der Stäbe 
= 2r — 4+1 — 2 n-— 3), deäsen Form aber von der Länge des 
»•bes 4ß abhängig und mit dieser zwanglos, d. h. ohne jeden 
^«ierstaud in den Stäben Teränderlich ist. Gleich ungehindert 
Inen natürlich beliebige Längenänderangen der übrigen Stäbe, 
^a infolge von Temperatur and erungen oder aus anderen Gründen 
* sich gehen. Jeder Stab übt im allgemeinen für sieh allein 
ön bestimmten selbständigen Einfiafs auf die geometrische Form 
■ Fachwerks aus. 

Die Längenänderung eines jeden Stabes für sich allein ist indes 

feststehender endlicher Länge aller übrigen Stäbe an bestimmte 
öuzen gebunden* Die Stahl änge kann zu einem Maximum und 

einem Minimum werden. Für die Länge des Stabes 4 6 z. B. 
tt das Maximum, bezw, Minimum seiner Länge ein, wenn die 
tieiben I und II solche Lage gegeneinander einnehmen, dafs die 
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PiiDkte 4 and G mit 5 auf einer Geraden liegen and zwar das 
Maximum, wenn die Punkte 4 und G beiderseits von 5 liegen, das 
Minimum^ wenn sie auf derselben Seite von 5 sich befinden. 

Indem der Stab 4 (J eine bestimEate Entfernung der Pankte 4 
und 6 und damit auch aller übrigen Pnnktpaare beider Scheiben 
gegen irgend einen äufseren Kraftangriff aufrecht erhält, hat er wie 
alle übrigen Stäbe eine statisch bestimmte Stabkraft zu leisten. 
Ist Ji^ das etwa am den Punkt 5 rechts drehende Moment allar 
auf die Scheibe II wirkenden äußeren Kräfte, so erfordert das 
Gleichgewicht dieser Scheibe, ihre Ruhe gegen die Scheibe I, dals dw 
Verbindangsstab 4ü die Momeotengloichang M^-\- S*r-,—0 erffilK 

dafs also S= ^ ist Hierin ist die Stabkraft S von ihrem 

^^ 
Hebelsarm r^ (Höbe des Dreiecks 4 56) abhängig und für r-=Ot 

d. h. wenn die HichtungBlinie des Stabes 4 6 durch 5 geht, dii 

Stablänge also ihren Gröfst- oder Kleinstwert annimmt, wird S 

und werden damit gleichzeitig auch andere Stabkräfte unendlich grof«. 

Die steife Verbindung der beiden Scheiben gegeneinander hätte 
nun auch durch Einfügung eines Verbindungsstabes zwischen einem 
anderen Funktpaare, etwa 4 und 8, 1 und II usw. geschehen k^nnea; 
immer aber würden für das Maximum und Minimum seiner Länge, 
also wenn seine Richtungslinie durch 5 geht, unendlich grofse Stalh 
kräfte entstehen. 

In der in Fig. 105 gezeichneten Lage beider Scheiben zotdn- 
ander liegen die Punkte 2 und 8 in einer^eraden mit 5. Wollte 
man also durch Einfügung eines Stabes 2^ dh Scheiben in dieser 
Lage zu einem Fachwerk verbinden, so hätte der Verbindungaskb 
und mit ihm andere Stäbe (sofern nicht etwa lufUUig M-^ = 0) tid- 
endljch grofse Stabkräfte zu leisten. 

Dieser hier an einem einfachen Beispiele herTorgetret«iie 
Sonderfall hat allgemeinere Bedeutung für die Beurteilung der 
geometrischen und statiäcben Bestimmtheit von Fach werken und 
soll deshalb noch etwas eingehender erörtert werden. Das Auf- 
treten unendlich grofaer Stabkrlfte in einem Fach* 
werk von .^^2^» — 3 Stäben ist nämlich das Kenozeichep 
mangelnder statischer Steifigkeit bezw. geometrischer 
und gleichzeitig statischer Unbestimmtheit desselben. 




Ib. Enfötthmig nud aUgenieine statische EtgenechaßnH, 



225 



Tatsächlich ist aach das aas den in 5 drehbar verbundenen 
einfachen Fach werken I und II durch Einfügung eines mit seiner 
Mittellinie durch 5 gerichteten geraden Stabes entstandene Fach- 
werk gleichzeitig geometrisch und statisch unbestimmt, obgleich es 
* = 2/1 — 3 St^be aufireiat. 

Die geometrische Unbestimmtheit erkennt man daraus, dafs 
Punkt 8 in seiner Lage gegen die Scheibe I nur dadurch 
bestimmt ist, data er auf zwei sich nicht schneidenden, sondern 
nur tangierenden Kreisbögen liegen mufa, nämlich auf einem 
solchen mit dem Halbmesser 5 8 um 5 und auf einem anderen mit 
dem Halbmesser 2 B um 2 beschriBbenen. Dadurch ist aber der 
Punkt S und somit auch die Scheibe n in ihrer Lage gegen I 
keineswegs geometrisch sicher bestimmt. Beide die Lage des 
Punktes 8 bestimmende Kreisbögen haben bei 8 ein Bogen- 
element ds gemein und auf diesem kann sich der Punkt trotz 
seiner gleichzeitigen steifen Verbindung mit den Punkten 2 und 5 
der Scheibe I bewegen. Das durch solche Verbindung beider 
Scheiben entstandene Fach werk ist also geometrisch nicht bestimmt 
bezw. statisch nicht steif. Dafs es gleichzeitig auch statiach unbestimmt 
ist, erweist sich dadurch, dafs der Punkt 8 in der Richtung 258 
sowohl durch die Scheibe 11^ als auch durch den Stab 2 8 gegen 
die Scheibe I festgehalten ist und dafs daher eine etwa in jener 
Bichtung im Punkte S angreifende Kraft Jl einen entgegengesetzt 
gerichteten Widerstand sowohl in der Scheibe II als im Stabe 2 8 
hervorrufen mufs. Die Berechnung beider Widerstände aber kann 
nur auf Grund der gleichzeitig eintretenden elastischen Ver- 
schiebuDgen des Punktes 8 gegen die Punkte 5 und 2 geschehen, 
ist also eine statisch unbestimmte Aufgabe. Greift im Punkte 8 
neben der Kraft X in der Richtung 258 noch eine Kraft F 
senkrecht dazu an (beide etwa Seitenkräfte der Mittelkraft J? einer 
Kräftegruppe), so erzeugt Y ein Moment M^ und ruft dadurch, 
wie erwähnt, unendlich grofse Stabkräfte hervor. Ea sei hier noch 
besonders darauf hingewiesen, dafs der Stab 2 8 in seiner Lage 25 8 
auch keiner zwanglosen Verlängerung fähig ist, dafs jeder Ver- 
längerung vielmehr Spannungen in ihm seibat und den übrigen 
Stäben entgegentreten, die statisch anbestimmbar sind. Der Stab 
28 erfüllt danach in seiner Lage 258 keinen eelbständigen 
statischen Zweck, weil er den Punkt 8 nur in der Richtung 25 8 
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festhält, in der seine Bewegung Bchoa durcli die Scheibe II im- 
geachlosaen ist, ihm aber in der Hichtung senkrecht daza und somit 
beiden Scheiben gegeneinander eine kleine Beweglichkeit läfst 

Infolge der doppelten Erfullnng eines statischen Zweckes bleibt 
ein anderer unerfQllt and diese beiden bei einem Facbwerk mit 
/i- Knoten nnd 2m —3 Stäben steta zusammen herfortretenden Er- 
scheinungen keanzeichnen dessen gleichzeitige geometrische aad 
statische Unbestimmtheit. 

Wir wollen nun noch ein steifes und statisch bestimmtes 
Fach werk in der Weise entstehen lassen, dafs wir zwei einfache 
Fach werke durch drei Gelenkstäbe un verschieblich miteinander ver- 
binden. Dals eine solche Verbindung stets möglich sein muö, 
ergibt sich aus der Überlegung, dals eine beliebige Kräftegrnppe in 
einer Ebene, bezw. deren Mittelkraft stets durch drei nach Richtung 
und Lage gegebene Einzelkräfte ersetzt, oder (wenn man diese am- 
kehrt) im Gleichgewicht gehalten werden können» vorausgesetzt, 
dafs sich die gegebenen Richtungslinien der letzteren nicht in eineai 
Punkte schneiden. (VergK Keck» Mech. 1, a Aufl. S. 117.) Wlr^ 
also eines der zu verbindenden beiden Facb werke in seiner Ebene 
von einer Kräftegruppe erfaCst, so kann es immer auch durch dröi 
Stäbe, deren Richtungalinien sich nicht in einem Punkte schneiden, 
gegen das andere Fach werk festgehalten werden, denn die Stab- 
kräfte erfüllen obige Bedingung. Auch die analytische BedioguDg 
fflr die geomotrische und atatische Bestimmtheit des entstehenden 
Paehwerks hinsichtlich der Anzahl der Knoten und Stäbe desselben 
ist erfüllt, denn erstere wird n = «j + 112 and letztere 

Verbindet mau die starren Scheiben I und n (Fig. 1CM3) zunächat 
durch nur einen Stab 7 9, so enthält das entstehende Stabgebilde 
nur .f = 27i— 5 Stäbe, also 2 zu wenig und es bleiben für bdd« 
Scheiben noch zwei Bewegungsmöglichkeiten gegeneinander bestehen« 
denn die Scheibe II kann sieh mit dem Stabe i) 7 um 7 und auöer' 
dem noch allein um U drehen. Durch Einfügung noch eines zweite» 
Stabes 6 y kann erstere, oder eines solchen 7 8 letztere aufgehob6t> 
werden. In beiden Fällen enthält das entstehende Gebilde 
s— 2n — 4 Stäbe und hat nur noch einen Stab zu wenig und eio« 
Bewegungsm^glichkeit, nämlich die einer Drehung um 9 oder um '** 
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lobe beiden Fälle mit dem zuvor bereits besprocbeoen Über- 
istiiQoieQ. Fügt man dagegen neben dem Stabe 7 9 noch einen 
ierei]_ nicht in einem der Punkte 7 oder 9 angreifenden Stab, 
va 6 8 ein, so bleibt auch nur eine Bewegungsmöglichkeit oder 
le bestimmte zwangläufige Beweglichkeit bestehen, die nun aber 



Fi^. lOG. 



^'tilhi 



fiFi 



6\--V 



--_::jmi»^jf 
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m einfache Drehbewegung mehr ist. Beide Scheiben sind jetzt 
irch das in sich verschiebliche Gelenkstangenviereck 8 9 7 mit- 
natider verbanden. Bei der dadurch bedingten zwangläuügen 
Bwegung der einen Scheibe gegen die andere durchläaft jeder 
ankt der einen gegen die andere etwa festgehaltenen Scheibe eine 
jstimmte Bahnlinie, die sich leicht zeichnen läfst. Die Punkte 
und 9 z. B. bewegen sich je auf einem Kreisbogen um 6 hezw. 7, 
UDkt 10 bewegt sich auf der Linie b^l^ und Punkt 15 auf h^hj. 
abei ändert sich wiederum im allgemeinen die Entfernung eines 
äen Punktes der einen Seheibe von jedem Pnnkte der anderen, 
äi jedes Punktpaar wird diese Entfernung in bestimmten Lagen 
^r Scheiben zueinander zu einem Maiimum und zu einem Minimum. 

diesen Lagen mufs ersichtlich die Bahnlinie des einen Punktes 
gen den andern senkrecht zur Verbindungslinie beider gerichtet 
^Q» also auf letzterer der Erümmungsmittelpunkt der Bahnlinie 

betreffender Stelle liegen. Jn der gezeichneten Lage der Seheiben 
öinander befinden sich die Punktpaare 4 u. 1<} und 3 u, 15 in 
*xiaialer Entfernung; 410 ist in 10 senkrecht zu h^l\ und 315 

15 senkrecht zu Inb^ gerichtet. 

15* 
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Verbindet man ein Panktpsar in irgend einer Lage miteinander 
durch Einfdgung eines dritten Stabes, so wird dadurch die Entfernang 
nnd Lage beider Punkte nowje die der beiden Scheiben gegeneinander 
festgelegt. Der eine mnU sich nämlich aufser auf der oben be- 
zeichneten Bahnlinie nun auch noch auf einem Kreisbogen um den 
andern bewegen, also ina Schnittpunkte beider Bahnlinien ruhen, 
und Äwar um so sicherer, je steiler der Schnitt beider Bahnlinien 
erfolgt» d, h, je mehr der öchnitt winke! sieh einem rechtBn näbert 
In der vorerwähnten Sonderlage beider Punltte zueinander, wo die 
Bahnlinie des einen senkrecht auf der Yerbindungsgeraden beider 
steht, der Schnittwinkel beider Bahnlinien alao gleich Null ist, die 
Bahnlinien sich nur berühren, kann die Lage beider Funkte ei- 
einander durch einen dritten Verbind un gast ab geometrisch nkU 
sicher bestimmt und atatisch nicht völlig unTerschieblich festgelegt 
werden; denn jetzt fallen beide Bahnlinien wieder mit elnesQ 
Element ds zusammen und in dieser unendlich kleinen Erstreekung 
kann der Punkt sich auf beiden gleichzeitig bewegen. Er ist in 
der einen Richtung wieder doppelt, in der dazu senkrechten gar 
nicht sicher festgehalten. ^ 

In Fig. 106 wird darch einen Stab 4 10 der Punkt 10 ge- 
zwungen, gleichzeitig die Bahnlinie h^hi und den Kreisbogen b\ b'i um 4 
zu verfolgen; beide berühren sich in 10, dieser Punkt ist also durch 
den Stab 4 10 nicht sicher festgelegt, das entstehende Fachwerk ist 
trotz seiner 2n — 3 Stäbe kein steifes. Dasselbe gilt fQr einen 
zwischen dem Punktlager 3 und 15 eingefügten Stab- Dagegen 
wild durch Einfügung eines Stabes 7 8 oder 6 9 zwischen dem 
Punktpaar 7 und 8 bezw. and 9 jedesmal eine un verschiebliche 
Verbindung beider Scheiben, also im ganzen ein steifes Fachwerk 
erzielt. 

Die vom Stabe 1 B m leistende Stabkraft S berechnen wir 
aus der Momentengleichung in Bezug auf den Schnittpunkt p 
der Stabachsen g¥ und 7 9, in welcher die_dureh diesen PobW 
gerichteten unbekannten Stabkräfte 6S und 7 9 nicht vorkommen. 
Ist 3fp das etwa rechts herum drehende Moment der die Scheibe U 
angreifenden äufseren Kräfte, so fordert das Gleichgewicht dieser 
Scheibe, wenn *S^ die Stabkraft des Stabea 7 8 ist, Mf, — S*r=Of 

alao S=^. In völlig gleicher Weise aber berechnet sich die Stab- 
r 
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kraft jedes andern statt des Stabes 7 8 ©ingefügten „Ersatzstabes"- 
Jeder dieser Stäbe aber kann nur unter der Voraussetzung, dal3 
seine Richtungslinie nicht durch p ^eht, also r nicht gleich Null 
ist, beide Scheiben mit einer endlichen Stabkraft gegeneinander iß 
Ruhe, un verschieblieh festgehalten, denn mit r=0 wird eine 
unendlich grofse, also unmögliche, Stabkraft erforderlich. Dieser 
Fall naüsste z. B. eintreten, wenn man statt des Stabes 7 H den 
Ersatzstab 4 10 oder 3 15 einfügen würde; er würde aber nicht 
eintreten mit 611, 512 usw. als Ersatzstab. 

Nur in dem Sonderfälle, wenn die Mittelkraft der die Scheibe II 
angreifenden Kraftegruppe auch durch den Punkt -p gerichtet ist, 
kommen auch bei Anwendung eines durch p gerichteten Ersatz- 
stabes unendlich grofse Stabkräfto nicht vor. Es wird dann aber 

Ä = — , d, h. statisch unbestimmt, ein Ergebnis, d^ man auch er- 
kennt, wenn man bedenkt, dafs die Zerlegung einer Kraft in drei 
mit ihr durch denselben Punkt gerichteten Seitenkräfte eine statisch 
unbestimmte Aufgabe ist 

Ein beliebiger Angriff äufserer Kräfte in der Ebene des Fach- 
werkes mufs, wie man danach leicht erkennt^ wenn die drei Ver- 
bind ungsstäbe beider Scheiben sich in einem Punkte p schneiden, 
im allgemeinen wieder gleichzeitig unendlich grofse und statisch 
unbestimmte Stabspannkräfte erzeugen. 

Für die Beurteilung der Steifheit und statischen Bestimmtheit 
der Verbindung zweier einfacher Fach werke durch drei Stäbe spielt 
der Schnittpunkt p zweier Verbindungsstäbe eine ähnliche Rolle, 
wie bei zwei durch einen gemeinsamen Knotenpunkt und einen Stab 
verbundenen einfachen Faefawerken der gemeinsame Knotenpunkt. 
Damit in letzterem Falle oine steife und atatisch bestimmte Ver- 
bindung entstehe, darf der Verbindungsstab nicht durch den ge- 
meinsamen Knotenpunkt, den gegenseitigen Drehpunkt beider 
Scheiben gehen. Aus gleichem Grunde darf im ei-steren Falle 
keiner der drei Verbindungsstäbe durch den Schnittpunkt der beiden 
andern gehen. Werden diese Bedingungen nicht erfüllt, so verbleibt 
in beiden Fällen eine unendlich kleine Beweglichkeit der Scheiben 
gegeneinander bestehen, die als Drehbewegung um den gemeinsamen 
Knotenpunkt beider, bezw. um den Schnittpunkt der drei Ver- 
bindungsstäbe dei-selben angesehen werden kann. Auf diese Ver- 
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hältnisse, die Kinematik der ebenen Fach werke, soll später ooch 
etwas näher eingegangen werden. 

Aus obigen Darlegungen ziehen wir hier mnäcbst folgende 
ScMl^sse ; 

1. Wird aus einem einfachen Fachwerke ein Stab 
entfernt, so dafs noch 2« — 4 Stäbe übrig bleiben, 90 
geht dasselbe über in eine Verbindung zweier steifer 
gegliederter Scheiben mit einer bestimmten Bb- 
Wegungsmöglichkeit, bezw. einer swangläufigen Be* 
weglicbkeit. 

2- Durch Einfflgung eines beliebigen Ersatzatabes 
entsteht ans dem zwangläufig beweglichen StaV 
gebilde stets wieder ein steifes und statisch be- 
stimmtes Fachwerk, wenn der Stab zwischen zwei 
gegeneinander bewegliehen Punkten in solcher Lage 
eingebaut wird, dafs der KrQmraangsraittelpunkt der 
Bahnlinie des einen gegen den anderen nicht auf die 
Verbindungsgerade beider fällt, also die Entfernung 
beider Punkte nicht zufallig ein Maiiraum oder ein 
Minimum ist, vielmehr jede beliebige unendlich kleine 
gegenseitige Bewegung beider Punkte auch eine solche 
in der Richtung des Stabes zur Folge hat» durch deren 
Verhinderung der Stab einen selbständigen statischen 
Zweck erfüllt. 

;i Ein Fachwerk ?ün 2n. —d Stäben ist immer dam, 
aber auch nur dann zugleich statisch steif und be- 
stimmt, wenn jeder Stab desselben im Sinne des unter 

2 ausgesprochenen Satzes einen selbst lud igen statiscbefl 
Zweck erfüllt. 

Diese letztere Wahrlieit ergibt sich auch dorcli folgende ullgeniMiie 
Überlegiing^^ Jeder in einer Ebene frei bewegliche Punkt besitzt zwei Bs- 
wogimgamögliehkeiten, d. h. jede lioliebige Bewegung desselben kann tlnrcli 
die Bewegung in zwei Eäditnngen ersetzt werden. Soll der Punkt ruhen, » 
mors seine Beweglichkeit in zwei Richtungeo aufgehoben werden. Die n-Ktebn-^ 
puokta eines ebenen Fach Werks haben vor ihrer starren TerblTidntig 

3 « - BeweguDgamöglichkeiten. Damit das Fach werk ruhe, müssen die « 'Knoten- 
punkte zur Eube gezwungen, ihre 2ii-BewcgQngsniögIichkeiten aufgeliötieii 
werden. Wird ein Knotenpunkt äufscrlicb durch ein festes, ein anderer duwb 
ein bewegUcheg Stützgeleok festgehalten, das Fachwerk also statisch bestinunt 



lestötzt, so Terfich winden dadurch 2 + 1 = 3 BewegUQgsmüjarlicTnkeiten iind es 
^Meiben deren n&cb an — 3 bestehen. Jeder Stab kann für sich allein nur die 
Beweglichkeit eiTies Punktes in seiner Richtung aufheben. \Venien Hh 
Stäbe 80 angeordnet, dafs jeder für sich einen solchen Zweck erfüllt, su sind 
2n — 3 Stäbe erforderlich und ausreichend, um alle Piiokte festauhalten und 
du mit da steifes und atft tisch bestimmtes Fachwetk zq bilden. 






Unter Beachtung vorstehender Sätze kann man aus einem ein- 
chen Fachwerk durch wiederholte Auswechselung eines Stabes 
gegen einen andern die verschied enartjggten Fach werke entstehen 
lassen, die alle s — 2m— 3 Stäbe haben und alle gleichzeitig 
statisch steif und bestimmt sind, wenn alle Ersatz- oder Wechsel- 
stähe im Sinne Yorstehender Darlegungen richtig angeordnet werden. 
Man gelangt dadurch aa steifen und statisch bestimmten Fach- 
werken, deren Bildung mit Hülfe der oben ausgesprochenen Eegel 
für einfache Fachwerke nicht direkt möglich ist und die wir daher 
als „abgeleitete" Fachwerke bezeichnen wollen. Die richtige 
Anordnung der Ersatxstabe läfst sich freilich nicht immer leicht 
erkennen. Sehr anschaulich und bequem überblicken lassen sich 
diese Verhältnisse meist mit Hülfe der in ihren Grundzügen weiter 
unten noch zu behandelnden Kinematik des ebenen Facbwerks. 




Bestimmung der Siabkräfta in einem Dreiecks- 
fachwerk. 

a) Ällj^emeinea Verfahre«. 

Ein Fach werk (Fig. 107) befinde sieh unter der Wirkung 
beliebiger äufserer Kräfte in seiner Ebene im Gleichgewicht, Denkt 
man sich dasselbe dann durch irgend einen Schnitt tt in zwei Teile 
getrennt und an den Schnittstellen der Stäbe die Stabkräfte 
(Ut O und D) als äufsere Kräfte angebracht, ao müssen diese sich 
mit den in den Knotenpunkten angreifenden äufseren Kräften an 
jedem der beiden durch den Schnitt getrennten Teile des Fachwerka 
das Gleichgewicht halten, die drei Gleichgewichtsbedingungen für 
Kräfte in einer Ebene erfüllen. Es werde nun zunächst ein ein- 
faches Dreiecksnetz angenommen und vorausgesetzt, dals nicht mehr 
als drei Stäbe durch den Schnitt getroffen werden. 



233 Vierter Ahathuitt ElaHtsität und Fesiigkeit thmer Fuchwtrh. 

Die Mittelkraft der an beiden Teilen angreifenden änfiieren 
Krifte sei R, habe die aus der Figur ersichtliche Lage und sei in 
Besjug auf den Teil links vom Schnitt aufwärts gerichtet. 

An diesem Teil stehen dann die Kraft R und die drei uü- 
bekannten Stabkräfte C, O und D miteinander im Gleichgewicht. 

Fig. 107. 
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Wir denken uns zwei der letzteren, etwa O und D durcb ihr^ 
Mittelkraft ersetzt. Diese mufs, weil auch sie mit den beideO 
anderen Kräften U and U im Gleichgewicht ist, durch den Schnitt^ 
punkt a beider gehen, also in die Gerade ao fallen und mit /^ 
und U ein schliefsendes Kraft eck bilden. Zeichnet man dies Kraft'^ 
eck, Fig. 1076, indem naan lä = iÄ macht, durch 2 eine Parallel^ 
zu 6?/ und durch 1 eioe solche zu ao zieht, so ist im Kraftec^^ 
2^=IJ und W\ — S, gleich der Mittelkraft von O und 7>. l'c*^ 
diese beiden Stabkräfte selbst zu erbalten, zerlegen wir S parall^^ 
zu ou und oc in die Seitenkräfte 34 — 2> und 41=0, womit di-* 
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.bkräfte U, und B bekannt sind End zwar sind im vor- 
jenden Falle U und D positiv, Zugkräfte, während O negativ, 
i Drackkraft i&t. Die Stabkraft Ü wurde schon durch das erste 
ifteck 123 bekannt. Soli eine der drei Stabkräfte, etwa J>, 
immt werden, so kommt man am schnellsten zum Ziele, 
n man so veri^hrt, dafä diese im ersten Kraftecfc erscheint 
;. 107 c). Wir ziehen jetzt durch 1 und 2 im Kmfteck 3 1 ]fff 
2 3||(ö«), dann ist 2 3 — 1?. Die Lage des Punktes a Jinks 

■ rechts von ff ist ersichtlich bestimmend für das Vorzeichen 
i>. Nähert sich nämlich a dem Punkt /7, so dreht sich fff 

3 am g und im Krafteck Fig. 107 c 1 3 linka um 1, wobei D 
mmt. Fällt a mit g^ Blno fp mit af zusammeD, so wird im 
fteck 2 3 = i> = 0. Rückt a links von p, so tritt im Krafteek 
nks von 2 und 2 3 = 7> wird negativ. Das hier mitgeteilte 
>biachB Bestimmungsverfahren ist zuerst von Culmann an- 
aben und wird nach ihm benannt. (Vergl. auch Keck, Mecb. I, 
Lofl. S. 118.) Handelt es aieb um die Bestimmung aller Stah- 
le eines einfachen Fachwerks, so führt man zweckmäfsig die 
tiitte nacheinander so, dafg jedesmal nur 2 unbekannte Stabkräfte 
reffen werden. Es ist dann jedesmal der Streckenzng der be- 
nten Kräfte durch nur zwei Parallelen zu einem acbliefsenden 
ifteek zu ergänzen, 

■ Benutzt man den Satz, dafs die Summe der statischen Momente 
vier Kräfte i?, U, D und O in Bezug auf irgend einen 

ikt der Ebene des Fachwerks gleich Null sein mufs, so kann 
3 die Stabkräfte leicht auch wie folgt durch Bechnung be- 
3men: Man wählt nacheinander die Schnittpunkt« m, o und ff 
Richtungslinien je zweier unbekannter Stabkräfte als Drehpunkt 
eine Momentengleichung, in der dann jedesmal nur die dritte 
ekannte Stabkraft auftritt (Vergl. Keck, Mecb.T, 3. Aufl. S. 119.) 
iezDg auf o als Drehpunkt hat man Jir^ — Vl, = und daraus 






h 



'n Mf, das Moment aller links von tt angreifenden äafseren 
fte in Bezug auf o bezeichnet. Ebenso erhält man, wenn 3L, 
Mg die positiv gedachten Momente aller links von ti an- 
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greifenden äufseren Kräfte in Bezug aaf u und ^ sind, aU^-^-O-I^^o 
und daraus 

M„ 



2) 



o=- 



^- 



Ferner Mf-\-D'lp — 0, woraus 



3} 



1>= — 






Nach Gl. 1 und 9 ist U in irgend einem Stabe der unteren 
Gurtung im Vorzeichen gleichst immig mit 3/„, dagegen O in jedem 
Stabe der oberen Gartung nngleichstiramig mit M„, För einen an 
beiden Enden frei gestützten einfachen Fachwerkabalken mit lot- 
rechten Lasten sind ^f^ und Ji„ Btetä positiv, daber immer ü 
positiv und O negativ, Kicbt so einfach läfst sich allgemein and 
für jede AngtiiTsart der äülseren Kräfte das Vorzeichen der Stab- 
kraft D irgend eines Wandgliedes beurteilen. 

Das hier dargelegte rechnerische Verfahren zur Bestironiang 
der Stabkräfte ist zuerst ron Ritter angewandt und wird nach ihm 
als „Ritter'sche Momentenmethode*' bezeichnet 

Sowohl das Culmann^äche als das Bitter'sche Verfahren set^eo 
voraus t dafs die Zahl der durch den Schnitt getroffenen un* 
bekannten Stahkrifte im allgemeinen nicht gröl^er als drei ist 
Werden aülserdom schon bekannte Stabkräfte von dem Schnitt ge- 
troffen, so spielen diese im Gleichgewicht jedes der beiden darcli 
den Schnitt getrennten Fach werksteile die gleiche Rolle» wie die be- 
kannten äafsören Kräfte und kSnnen mit diesen als durch dia ^^• 
meinsame Mittelkraft R (Fig. löT) bezw. die Momente J/^, M« und 
J/, ausgedruckt gelten, Ist zunächst keine von allen Stabkrlften 
des Fach Werks bekannt, so bedingt die Anwendbarkeit beider Ver- 
fahren, dafs der erste Schnitt tt so gelegt werden kann» dafs Aber- 
haupt nur drei Stäbe geschnitten werden. Das ist, wie man äcb 
leicht überzeugt, bei Dreiecks fach werken wie überhaupt bei „ein- 
fachen" Faebwerken immer möglich. Bei „abgeleiteteo" 
Fach werken indes ist, wie weiter unten noch zu zeigen sein wH« 
diese Bedingung nicht immer erfüllbar, und obige beiden Verfahren 
werden daher bei diesen auch nicht immer direkt anwendbar m- 

Legt man, wie vielfach zweckmäfsig, den Schnitt tl so, dafs 
Hör ein Knotenpunkt abgetrennt wird, und benutzt dessen <j\ü^' 
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gewicht för die Bestimmung der Stabkräfte, so darf die Zahl der 
unbekannten Stabkräfte bei jedem Schnitt nar gleich zwei sein, 
weil alle miteinander im Gleichgewicht befindlichen Kräfte jetzt an 
dieaem einen Punkte angreifen und nur zwei Gleicbgewiehts* 
bedingungen unterliegen. Ist yoti allen Stabkräften des Fachwerks 
noch keine bekannt, so darf in diesem Falle der erste Schnitt 
überhaupt nur zwei Stäbe treffen. Das iat wiederum bei allen 
„einfachen" Fachwerken stets, bei den „abgeleiteten" da- 
gegen nicht immer möglich. 

Bei Trennung nur eines Knotenpunktes gestaltet sich daa 
graphische Verfabren wie Fig. 108« zeigt Im Knoten n treten 
drei Stäbe, S^ , Sj und 

^3 zusammen and greife ^^^* ^*^^- 

aufserdem eine äufsere - ^^ 

I Kraft P an, Yon den 

I Stabkräften sei Ä, be- 
kannt. Wir fügen im 
Krafteck (Flg. 108/.) P 

I' und S:i zo dem Strecken- 
znge 1 5^ 3 zusammen 
und erhalten in dessen 

Schluftlinie 1 3 die Mittelkraft beider Kräfte. Zieht man noch durch 

1 und 3 4 1 i 5^ und 3 4 ] Äg , so sind im schliefsenden Krafteck 

I 1 2 3 4 1 34 = Sj (negatiT) und H = S^ (positiv). 

Wie 





Fig. 109. 



Für die bei Fachwerkbalken zumeist vorkommende lotrechte 
Selastung erhält man eine allgemeine Darstellung der Stäbkraft 
irgend eines Wandgliedes aus 
der Bedingung der Nullgleich- 
heit je der Summe aller lot- 
jtnd wagerechten Kräfte. L 

Mit Bezug auf Fig. 109 
lauten die beiden Gleichungen 

Q^{0'Smca + t^gln v) 

~I)smd = und 



J^ 



rorin Q als Mittelkraft aller links vom Schnitt angreifen 



^tjatt 
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Brno I 



Kräft€ die Bedeutung einer Querkraft hat Die LöauDg für Dsin^ 
und D'CQSÖ ergibt 

4) Dsind = Q —(Oaincj-^U'^inv) und 

5) Dcosd — tj . cos a> — U' cos v , 
Gleichung 4 stimmt mit Gleichung 2 S, 207 für den Vollwand- 

tr^ger überein^ wenn man beachtet, dal'a i>'8inö im Gleichgewicht 
der äufseren und inneren Kräfte die gleiche Wirkung hat, als der Scher- 
widerstand Y der Wand des Voll wandträgers. Setzt man in Gl. 5 mit 
Bezug auf Fig. 109 und Gl. 1 u. 2 ohne Rücksicht auf die Vorzeichen tod 



und U = ^ = 



3f„ 



huddscj 



und t =-— = 



Ah 



h Afl cos V ' 



ao folgt 



'>) 
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worin allgemein M» und Mo die Momente der äufgeren Kräfte in 
Bezug auf den unteren und oberen Endpunkt der Strebe, k^ und K 
die Trägerhöhen in diesen Punkten bedeuten. In Fig. 107 und 109 
hat die Strebe ou nach links ansteigende Richtung. Man erkennt 
leicht, dafs obige beiden Gleichungen in unveränderter Form auch 
flir nach rechts ansteigende Wandglieder Gültigkeit haben. Das 
Vorzeichen der Differenz recbtsscits der Gl. i> ist stets auch das der 
Stabkraft /> des Wandgliedea, einerlei ob dasselbe nach links odfli 
rechts ansteigt, d positiv oder negativ ist. (Vergl. Stab o^ uod 
uiQ Fig. 109.) 

Gleichung 6 ist nur zur Bestimmung der Stabkräfte geueigtör 
nicht lotrechter Wandglieder, ä. h. für Winkel — 9O**<cd<Cr90'^ 
anwendbar, weil für d = + 90" cosd-i> = wird. Gleichung 4 
dagegen liefert för alle Neigungen Og 0^+180° bestimmte Werte 
von 1>, und zwar ist für o<:ci<90*' (links ansteigende StrsbeD) 
das Vorzeichen von D gleichstimmig, för 0:::^d>-90'* (rechts an- 
steigende Streben) ungleichstimmig mit der rechten Seite der 
GL 4. Sind die Gurtungen beide wagerecbt (parallel), der Trägat 
also ein sogenannter Parallelträiger, 6j und v zugleich Js^ull, si» 
nimmt Gl. 4 die Form an 
7) Bsinö^Q. 

Je nachdem d positiv oder negativ ist, die Streben nach Unts 
oder rechts ansteigen, ist jetzt D im Vorzeichen gleich- oder un- 
gleichstimmig mit der Querkraft Q. Besteht da3 Wandsygtem a^s 
wechselweise links und rechts ansteigenden Gliedern, so sind die 
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Stabkräfte der ersteren gleich-» die der letzteren ungleichstimmig mit Q. 
Läfst man daher in solchem Falle entweder die rechts- oder die links- 
aosteigeuden Glieder in Vertikalen übergehen» so dala sin ö gleich + 1 
wird, 80 erhält man für die jetzt mit V zu bezeichnende Stabkrtft 

B Je nachdem bei einem Farallelträger neben Ver- 

T^ikalen links oder rechts ansteigende Diagonalen vor- 
handen aind» sind die Stabkräfte B der Diagonalen 
gleich- oder nngleichstimmigf die Stabkräfte T^ der 
Vertikalen dagegen ungleich- oder gleichstimmig mit 
der Qnerkraft Q, 

b) Anwendung auf den einfachen Fachwerkbalken mit lotrechter 
K Belastnng, 

Die Anwendung der unter a in ihrer allgemeinen Gestaltung 
dargelegten Verfahren zur Bestimmung der Stabkräfte eines ein- 
fechen Fachwerks nach Culmann und Kitt er kann bei nur lot- 
rechten äufseran Kraftangriff vielfach zweckmäfsig mit H&lfe eines 
Jraft- nud Seilecks geschehen. 

B Fig. 110 flt stellt die eine Hälfte eines einfachen symmetrischen 

Pachwerksbalkens mit wechselweise links und rechts ansteigenden 

Wandgliedern dar, der in den Endknoten 1 und 9 statisch bestimmt 

gestützt ist und beispielsweise in den Knoten 2, 4, 5» 6 und 8 gleiche 

Lasten P trägt. Das äalsere Gleichgewicht wird durch die in 

bekannter Weise ermittelten im Krafteck Fig. 110 durch die 

Strecken 7'V — A, G'T = B*) dargestellten Stützkräfte hergestellt 

Die Mittelkraft der links vom Schnitt tt angreifenden äufseren 

Kräfte^ und P2 erscheint im Krafteck in der Strecke 7' 2' und soll als 

Querkraft mit Q bezeichnet werden. Ihrer Lage nach geht sie durch 

den Schnittpunkt a^ der Seilecksseiten // und VII (Fig. llOo')- 

Zur Bestimmung der durch den Schnitt tt frei gewordenen 
Stab kräfte C^i, i?^ und O, nach Culmann ziehen wir im Erafteck 
2' 8' II 02 wad T B' || fS , wodurch 8' festgelegt ist. Ferner 8^ || 2 3 
und 9'2'|2 4, wodurch 9' bestimmt wird. Das Gleichgewicht des 
Trägerteiles links vom Schnitt tt wird nun durch das schliefsende 

*) Das Krafteck in Fig^. 110 ft ist Da,ch nnten abgebrocheüj so dafs die 
Bjuikte 5' und 6' und der Stützdruck B nicht erscheiuen. 
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O, 



M, 



//. 



und 



A 



M„ n- 



L 



L 



0a M2 i^d M^ an sich positi? sind, ist i\ eine Zug- und 
ine Druckkraft. Mf=>Ug'II ist in vorliegeadem Falle negativ 
Abschnitt u wechselt in «' sein Vorzeichen» Q dreht in Bezug 

links herum), daher i>i positiv. 
Die Ausdrücke der GL 1—3 für die Stabkräfte üit 0^ und 
:önnen leicht auch geometrisch konatruieii werden. 
' Zu dner uoter Umständen Torteilhaften geometrischen Darstellung 
Stabkräfte gelangt man wie folgt: Man wählt die Pol weite II gleich 
n Vielfachen des wagerechten Abstandes A der Knotenpunkte von- 
nder, so dafs H= nJi wird und setzt mit Bezug auf Fig. 110« in Gl. 1 

?2 = A2 * eos t'j , Ij^ = ftg ■ cos 0J2 • Dann wird L'i = t — — ^ und 

«2 • cos 1'^ 



Nun ist 



Aj-COSCti^" f^os*'! 

auch ^^^1 = — - und 0^ = 



h'd und - - - - =^c2 und dem- 
cos (»2 



/.2 _ _ 

.Macht man nun im Liniennetz des Paehwerks '6k— u-^, 'dd=u^ 
öeht /I-j3l und de\ ä4 , sojst A' it 3 c>.^ 3 ;» 2 und A' ■ *' -'i ^A 3 e' 2 

daher — ^ — -^ = / h und --i — ^ = i?t' , Somit Ui — n- i k und 

n-i?e, oder, wenn man die Multiplikation der als Kräfte 
fcenden Strecken ik und de mit der ganzen Zahl 7?. durch Ver- 
idang eines /i-faoh kleineren Kräfte mafsstab es beröcksichtigt, als 
im Krafteck (Fig. 110£-} benutzt wurde, einfach r\ = <fc und 

Man erkennt nun leicht auch, dafs die Strecke ei in vollem 
fange die Gl. 5 S. 236 befriedigt, wenn man sie an die Stelle 
f Stabkraft D treten lafst; es ist also l> = cf. Aus Gl. 4 
J36 und der Fig> IIO0 erkennt man weiterhin» dafs die Strecke 
^Q» gleich der links vom Schnitt tt wirkenden Querkraft sein 
ra. Diese und die Stabkräfte Uu O^ und i>i bilden das 
Üefsende Kraft«ck deihd^ das ersichtlich Ähnlich ist dem Vier- 

*'2'7'8'9' der Fig. 110?^. Letzteres ist u-mal so grofs als 
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hQn 



In gleicher Weise sind für alle übrigen Stäbe des aymmetriseln 
Balkens die Stabkräfte bestimmt Im ersten Felde, wo wi=0, gel 
dag Kräfteviereck in ein Dreieck über; die Kräfte Oj und l 
stehen allein mit der Querkraft, d. l hier mit der Stützki-aft ^1, ii 
Gleichgewicht ■ 

Besteht das System der Wandglieder aus Diagonalen m 
Vertikalen, so bleibt das Verfahren zur Bestimmung der Stabk 
in den Gurtungen und pjg jj(„ 

Diagonalen völlig unge- 
ändert, wie das dem ""^ \ q^ 

Schnitt tt entsprechen- 
de Krafteck deik (Fig. 
lila) erkennen läfst, in 
dem kd die im »-ten 
Felde herrschende Quer- 
kraft Qn darstellt Die 
Stahkräfte in den Verti- 
kalen erhält man da- 
gegen wie folgt: Den 
links ansteigenden Dia- 
gonalen gegenüber sind 
die Vertikalen als rechts - 
ansteigende Wandglieder 
mit dem Neigungs- 
winkel <5 = — 90 ^'^ Bin ö Kj^ 
^ — 1 anzusehen. Setzt 

man daher für den "\ Seilet 

Schnitt t'l' in Gl 4 
S, 236 i>Bin("90"J 
= — F„ , yertauacht O 

mit (>nf l^ DQit Un + 1 

und Q mit Q^ (Querkraft 

links vom Schnitt i't'), so erhält man 

4} F= - ^; + (0„ sin iü^ + l\+ 1 sin i'„ + 1) . 

Ferner aus Gl. 5 S. 2U mit cos (90 "} = 

Letzterer Gleichung zufolge ergibt sich die noch unbekannte 
Stabkraft t''« m aus der bereitg bekannten 0„, indem manj[ 



d 
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P^ ? [ ?i' (n' + 1) zieht, in der Strecke e?=f-„ + i, Ana 
folgt nuu ferner 0„ sin w„ + C'„ ^ i sin i'„ 4- 1 == d l und daher 

m nnn alle Lasten in den Knotenpunkten der oberen Gnrtung 
^^^Q^^kd und daher V„ = — {kd~-dl)^—kl = !k, 
Irts gerichtet, eine Druckkraft; alle Kräfte links vom 
bilden das schliefaende Krafteck delkd. 

m dagegen auch an den Knotenpunkteii der unteren 
jder nur an diesen, Lasten an, und zwar im Knoten n' 
;, so ist (/^=Q„ — Fn und daher V^ = — {Q'n—Pn — d!) 
-Prt). Macht raan daher {vergl. Fig. lll&J jnk^P^, 

e links vom ^ 

:' bilden das 
de Krafteck 

I 

zeichnerische 

lg der Stab- 
Liniennetz des 
balkens ge- 
i sehr einfach 
auch ohne 
eines Seilecks 
werden, wenn 
ite der aufse- 
in Bezug auf 
snpunkte be- 
id. Man kann dann zufolge der Beziehung» Mn — Un'R 



\ 



V^ 



\r 



setzen 1*«^= 



nA 



oder bei der Wahl eines «-fach 
tfaßetabea für »„ auch iu = ^ benutzen. 

112 zeigt die Anwendung des Verfahrens auf einen so- 
Trapezträger, der aymnietriach und symmetrisch belastet 
Lasten greifen in den Knoten des Obergurtes an. Die 
F4 im Stabe 4 4' wird wegen des E\claWT\^'ä^ftcI&^Ä^ ^«e^ 

süziWalebra. H. \lä 
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Diagonalen rechts von dam Stabe zweckmäfsig aus dem Gl^icli- 
gewicht der im Knoten 4 zusammentretendeo Kräfte bestimiat 

Fig. 112. 



Q, 



V 



F 



W 



H'SX 



welches ergibt ("4=— P4. Fi erhält man aus dem Gleicbgewie^^ 
am nnbelasteien Knoten 1' zu Null. 



c) Krjiflepläiie, 

Handelt ea sich um die graphische Ermittelung aller StaTikrifl* 
eines einfachen Fachwerkes, ao verfährt man, wie oben bereite ef 
wahnt, zweckmäfsig so, dafa bei jedem Schnitt nur zwei unbekantite 
Stabkräfte getroffen werden. Bei systematischer ÄneinanderreüiaBg 
der auszuführenden geometrischen Konstruktionen im Erafteck ent- 
steht ein sogen. Kräftephn, der alle äul'seren Kräfte and Stabkrafta 
in Qbersichtlicher Anordnung enthält 

Ein beliebigea Dreiecksfachwerk 12 345 6 (Fig. 113a) sei in 
seinen Knoten von beliebige Ktifeu T\^ P^i, - . ^ Fß ergriffen, Daa 
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fiere Gleichgewicht der Kräfte P^, P2,,,.Pg fuhrt zunSUshst 
L dem Bchliefsenden Krafteck (12) (23)... (4 5) (56) (61) 
% 113 &)t dessen Eckpunkte ak Schnittpunkte der Kräfte Pi und 
*2> Pa HDd -^3 usw- roit (1 2) (23) usw. bezeichnet sind. Die Stabe 




Fig. 113. 



(eJ> 



(t) 



(sßy 




(23) 



>5) 



Facbwerks wie die in ihnen tätigen Stabkräfte sollen mit J» 
/", III . . . iA" bezeichnet werden. 

Am Knoten 1 halten sich die Kraft P^ und die Stabkräfte 
und VI dag Gleichgewicht Ziehen wir daher im Krafteck durch 
2) und (6 1) (1 2) a ' 1 2 und (b^l) a [ 1 6 , so_wird im Dreieck 

I a (6 1) die Stabkraft J= (1 2) « und VI^ ^ (6 1). 



n. 



:* m^3^ 



^3^ 



\r^m^^%. 






v4S 



/r. ßi^ r^ /'., j^, «in «* * 



in. 



m. 



pßMA m 4m Mm/m %%%mm 

MftdU, Im MiM ate itttfti;wigtwtrtia FfeilifaB aaN^rt, D» 
MiMraft r// «^ B. irt «B Saotin 2 (Kraft»* (12) (23)i-) m 
i^ ii4i /i ttnd ftffl KtMitefi 6 (Eiilt«ek (56) K^l)ahc) wm n iiacb 
tt g#rietiUi B«f d«r io Fig. 113 a giadcbiMieii Fonn niid 
Am f%t'hmMfV%, Am Hrntm mA HicbtaDg der änäerco Erifta, babeo' 
tJt« Orirt«iIlt)« Qtiil WaodfUddflr Druckkräfte m leisUii. 

IM« fn d«r dtrgtlegten Weis« entsteheodeD Eräft^pläne siaä 
tri flircn lm(n«fkeniirert«n EigeoflcbaffceD vaa Cremona xaerst 
lUilurMiidtt iirtd wurden daher vielfach nach Unn beaasnl 



Den Figuren 113 a und lllib lassen sich folgende für die 
Zeiohnang^ des Kräfteplans unter Umstlnden mit Vorteil verwend- 
ti&re Beziehungen entnehmen: 



1. *)Iii der Fig. 113 a bilden 
ie Stäbe Z, VII VJ das Dreieck a 
^ „ IIVIIIVII„ „ b 

uaw. 

2. Tu Fig. 113[( trennt 

ier Stab VII die Dreiecke a u. h 
„ Till „ „ 6 ü, (? 
usw. 

I 3. In Fig. 113 ö verbindet 
der Stab 7 die Punkte 1 u. 2 



11 



2 u. 3 



usw. 



In Fig. 1 13 h schneiden sich die 
Kräfte /, VII, VI im Punkte a 
, II, VIII VII ^ . b 
aaw. 

In Fig. lV6h trennt die 
Stabkraft VII die Punkte a u, b 

usw. 

In Fig. 113 t geht die 
Stabkraft / durch den Punkt f 1 2) 



1/ 



(23) 



usw. 






Wirken auf ein Fach werk nnr unter sich parallele äufsere 
Kräfte, wie z, B. bei einem Fachwerkbalken die etwa lotrechten 
lasten und Stützwiderstände, so fallen die Eckpunkte d^ Kraftecka 
■der äußeren Kräfte (1 2) (2 3) (34)... in eine Gerade zusammen. 
[Wird nur eine Gurtung von äufaeren Kräften ergriffen^ verscbwinden 
peispiels weise in Fig. 113 a die Kräfte P^ und P3, m fallen im 
Erafteplan Fig. 113& die Punkte (12) (23) und (34) zusammen, 
iie Stabkräfte /, II und /// schneiden sich in einem Punkte. 

In folgendem sollen für einige öfter vorkommende Träger- 
brm^n die Kräftepläne entwickelt werden. 



1. Der Bogensehnenträger (Fig. 114a und 114^). 

Einen in seiner oberen Gurtuug nach irgend einem Gesetz 
lymmetrisch gekrümmten in der unteren Gurtung geraden Fach- 
irerkträger pflegt man „Bogensehnenträger" zu nennen. Liegt die 
gerade Gurtung des Trägers oben und ist die untere gekrümmt» 
10 nennt man ihn nFlschbauch träger"; sind beide Gurtungen 
lekiünimt „Linsentr&ger''. 



*) Vergl. MüUer-Breal&tt, Graph. Statik Bd. I, 3. Aufl. S. 2U. 




aehUefsende Erafteck (0 1) (1 2) (23) . . . (7 8) (8 9) (0 1) (Fig. 1U&). 
wobei zu bemerken ist, dafs die etwa auf die gestützten Kooteii' 
punkte und 8 entfallenden Lasten -P/a direkt auf die Stütien 
übergehen und ohne Einflufg auf die Stäbkräfte bleiben. Die Entr 
stehung des Kräfteplanes ist ohne weiteres ersichtlich. Die Stab- 
kräfte Ol bis Og der oberen Gurtting, deren Knotenpunkte unbelastet 
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sind» schneiden sich strahlenförmig im Punkte (8 9), in dem die 
Stttzkr9fte A und B Kusammentreten. 

Den Schnitten tt^ t't', t"t" usw. entsprechen die scbliefsenden 
Kraft ecke (8 9) (01)a(8 9}, (8 9) (Ol) (12)&(t(8 9), (8 9) (0 IJ 
(12)&c(8 9) nsw,, in denen (01)(i=t7i, a(89) = Oi, ba=Vit 
(12)& = D"2. hc = I>u «(89)^09 usw. sind. 

Wie aiis den Gl. 4 and 5 S. 336 ersichtlich und auch dnrch freie Überlegang 
TerBtändlicli, nehmen die Stabkriiffce in den Gurtstätieii neben denjenigpen in 
den Wandgliedern einen von ihrer Neigang (w, u) abhängigen Anteil an der 
Übertra^ng der Querkiaft. Bei wagerechten Gnttungen Tersch. windet jene 
Anteilnahme nnd die Qnerkraft ist von den WandgUedem allein aufzucebmen. 
Bei der in Fig. Ll4rt angenemnienä^n Gestaltung des Bogensehnenträg'erB 
haben die Vertibalem alle poaitiTe Stabkräfte Fj , T^j , F, uüd V^ zü leisten. 
Gestaltet man den Obergnrt zwischen den Punkten 1' und 4' wagerecht, indem 
man dem Träger Trapozforra gibt, so geht der Kräfte zag der Wandglieder im 
Kräfteplan Ton der Lage abcdefg Über in die Lage a' b' c' d' e'f'^, in 
welcher die Strebenkräfte alle hei gleichbleibendem Bichtungseinn erheblich 
gröfeer ansfallen, die Ständerkräfte Fj und F^ ihren fiiehtnngssinn umtehren 
und absolut geDoramen gleichfalla gröfser werden, während V^ unverändert 

^^eibt und V^ verscb windet. 

^B Man erkennt aus dem Erafteplan anch leicht, welche Richtnng die Stäbe 

'' !'2', 2' 3' und 3' 4' des Obergurtes erhaJten mül'a.ten, damit die Strebenkräfte 
D^, D., nnd J/j verschwinden. Es mnfste der Punkt c mit ft, e mit d und 
g mit /■ üuaammenfallea,, wodurch die Richtung der Strahlen (8 9)«^ {8 9)ö, 
(8 9) c usw. im Kräftoplan (Fig. 114 &) festliegen^ denen die entsprechenden 

' Silbe des Obergurts parallel sein müssen. Dabei würde der Kräftezug der 
Wandglieder in eine Lotrechte durch a übergehen, V^^V^^ Y^=^V^==P and 
die Stabkräfte des Cntergurtea alle gleich U]^-={0\)a werden, wenn naan bei 
der Gestaltung des Obergurtes tou der Richtung des Stabes 01^' ausgeht. 

»2. Der belgische Dachträger (Dachatnhl). 
Als lotrechte ständige Belastung kommt in Frage diejenigö 
dnrch daa Eigengewicht des Trägers selbst und de9 Dachea, sodann 
zeitweise auch Schneelast. 

Neben dieser lotrechten Belastung kommt noch der aenkrecht 
gegen die Dachfläche wirkende Winddruck in Betracht Der Anteil 
' der lotrechten Lasten und des Winddrucks an den Stabkräften soll 
getrennt festgestellt werden. 

Was zunächst die lotrechten Lasten anlangt, so ist die ständige 
Belastung als gleich mäfsig verteilt über die wagerecht© Projektion 
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d« Daches anzunehmen. Die Schneelast kann das ganze Dad, 
unter Umständen aber auch nur Teile desselben bedecken. Die 
grö Taten Stabkräfte in den Gurtungen entstehen^ wenn das ganie 
Dach gleichmafäig und tunlichst hoch mit Schnee bedeckt ist^ deon 
alle lotrechten Lasten» wo aie sich zwischen den Stötzpunkten auch 
befinden mögen, liefern positive Beiträge zu den Knotenpunkts- 
momenten J/„ und JJ,^ (vörgl. S, 233/34) und folglieh auch gleich- 
sinnige Beiträge zu den Stabkräften aller Gartstäbe. Dieselbe volle 
Schneelast fahrt auch, wie man sich leicht überzeugt, die gröfsten 
Stabkräfte in den WandgUedern herbei. M nämlich, wie meistens, 
der Dachträger so gestaltet, dafa sich die geraden Gurten in im 
Auflagern schneiden (Fig. 115)» so fUlH der Momentendreh pankt 
für alle Wandglieder der linken Hälfte in das linksseitige Auflager, 
Der von Lasten in irgend einer 
Lage in A erzeugte Stützdruck F»«* M^- 

bleibt, weil durch den Drehpunkt 
gerichtet^ ohne Einflufs auf die 
Stabkraft des durchschnittenen 
Wandgliedes. Alle Lasten rechts 

vom Schnitt wirken auf das Trägerstttck links desselben aber aar 
durch den von ihnen erzeugten Stüt^druck, liefern also keinerlei 
Beitrag lu der Stabkraft des betr. Wandgliedes. Alle Lasten 
links vom Schnitt erzeugen selbst in Bezug auf Ä ein positives 
Moment, also in links ansteigenden Wandgliedern negative, in 
rechts ansteigenden positive Stabkräfte. ¥olle Belastung links 
vom Schnitt führt also die absoluten Gröfstwerte der Stabkrätte 
in den WandgUedern herbei, während die Belastung rechts vots 
Schnitt für dieselben indifferent ist. Zuweilen ist der Mittelstab 
des Untergurtes wagerecht und höher gelegen als die StütapunWe 
A und Ji (vergL Fig. 116«). Dann föllt für einen Schnitt, der 
diesen Mittelstab trifft, der für die Bestimmung der Stabkräfte ia 
den beiden anschliefaenden Wandgliedern mafsgebende Momenten^ 
drehpunkt zwischen die Auflagerlot^ und alle Lasten liefern poaitive 
Beiträge zu dem Moment und gleichsinnige Beiträge zu der StiV 
kraft des durchschnittenen Wandgliedes. Für so gelegene Wand- 
glieder tritt der absolute Gröfstwert der Stabkraft daher nur füi 
volle Belastung des ganzen Trägers ein. 





Kräfteplan für lotrechte Belaatüug. 

Ist Fl die Gföfse der wagerechten Projektion der auf einen 
Knoteopunkt des Obergurts entfallenden Dachfläche, j die gröfst- 
möglichate lotrechte Belastung' der Flächeneinheit der wagerechten 
Projektion der Dachfläche (ständige Last und Schneelast), so kommt 
auf einen Knotenpunkt eine Last P—q-Fy. 

In Fig. nOflc ist die eine Hälfte eines symmetrischen belgisch en 
Dachträgorg dargestellt und bei gleicher Teilung des Obergurtes in 

Fig- lt(.>. 




allen Knotenpunkten die gleiche Last P angenommen. Die auf 
die gestützten Endkooten entfallen den Lasten ^j^ gehen wieder, ohne 
auf die Stabkräfte zu wirken, in die Stützen über. 

Der Eräfteplan für die linke Trä^erhllfte, der auch für die 
rechte Hälfte gilt, ist in Fig. 110 & dargestellt* Der Stützdruck ^1 
ist gleich Z^jtP, (4P— P/^) gleich der Strecke TF. Da die 
untere Gurtung unbelastet ist« schneiden sich die Stabkräfte derselben 
f/j, U^i Ua und ^"4 in einem Punkte T, während die Stabkräfte 
des Obergurtes Oi» Og, O3 und O4 in paralleler Lage durch die 
Knotenlasten P—FJ—JK= KL getrennt sind. Zwischen beiden 
Kräftegruppen fügt sich der 2ug der Stabkräffce in den Wand- 
gliedern \\ , Dl , 1 2 1 -£^2 » ^3 ^^^ ^h ^i"- I^iß nacheinander durch 
die Trägerhälfte geführten Schnitte ft treffen die Stabkräfte 0^ und 
mit ^4 im Gleichgewicht (Kraffceck FM T) , L\ , Vi und O2 mit 
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Ä uud P im Gleichgewicht (Krafteck JNMTFJ), O,, D^ und 
U^ mit A und P im Gleichgewicht (Krafteck JNQTFJ) Tj, V^ 
und O3 mit .4 und 2Pim Gleichgewicht (Krafteck KRQTFJK) 
usw. Die Stabkräfte der links ansteigeoden Wandglieder F^, Fj, 

F3 und F4 sind Druckkräfte (negativ), die der rechts ansteigeßdeo 
Zugkräfte (positiv). 



Kräfteplan für den Winddruok. 

Die Dachfläche schliefse mit der wagerecht angenommeiien 

Windrichtung den Winkel a ein. Dann berechnet sich die auf 

einen Teil derselben von der Größe F entfallende» im wesentlichen 

senkrecht zu ihr wirkende DrnckkrEift des Windes nach der Leka 

N^2v^F''^^^{v Dichte der Luft), 



I 



2^/ 
rechtwinklig zur Windrichtang, 



vom Stofs der Gase zu 

Der Winddruck bezogen auf 1 ■"- 

also lotrecht gestellter Fläche wird dann mit 9in«=l w = 2v' — 

f 
und demnach, durch co ausgedrückt, .V=8in'ct J'-w, Ist F die 

Gröfse der auf einen Knotenpunkt des Obergurtes gestützten Dach- 
fläche, so ist .V die in jedem Knoten angreifende, senkreclit Kiir 
Dachfläche gerichtete Druckkraft des Windes. 

Fig. 117. 



N 



Die Eraft 'N kaun niaQ Idcht auch darch !SeichDung finden : Maji 
nach belicibigera Mafsstabe (Fig. 117) CD = w- F^ liehe C/? senkreclit im 
Daelifläclje und EG lotrecht; dann ist Off = 6'^ ain a = C2> sin*« 
==^Tfji^- sin' a = ^. Der Einheitsdmck *ü kann bei stärkstem Stürm tiad 
freier Lage 300— 250i«s/mä erreichen. 

Da immer nur eine Seite des Daches vora Winde getroffen 
werden kann, so mufs diese einseitige Windkraft allein mit den 
Stützdrücken in A und B im Gleichgewicht sein, wenn man M 
Beurteilung lediglich der Wirkung des Winddruckes den Träger 
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selbst als gewicbtslos annimmt. Die Gesamtdrackkraft des zunächat 
von links angenompnenen Windes ist nach Fig. 118 a. gieicb 4 Ni 
sie mii& sich mit den Stühdrücken A nod B in einem Funkte S 
schneiden. Ist hei der statisch be&timmten Lagerung des Trägers 
A als wagerecht verschiebliches, B als festes Stützgelenk ausgebildet» 
80 ist der Stützdruck A lotrecht und B liegt senkrecht über Ä, 
Macht man im Krafteck (Mg. 118 «^) FP=iN und zieht durch P 
.«ine Parallele zu BS und dnrch F eine Lotrechte» so ist im 

Fig. 118. 



(a) 
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schliefsenden Krafteck FPTF TF^A uud PT^W. Damit 
sind alle auf den Träger wirkenden äufseren Kräfte bekannt und 
die Zeichnung des Kräfteplanes kann geschehen. 

Die nacheinander durch die Trägerhälfte geführten Schnitte tt 
treffen die Spannkräfte l\ und Oj mit A und Nj^ im Gleichgewicht 
(Krafteck JR TFJ), L\ V^ und O^ im Gleichgewicht mit A , Nß 
und .V (Krafteck KXE TFJK% (MD^ und l\ mit A, N/2 und N 
im Gleichgewicht (Krafteck KXZTFJK) usw. 
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Die Stabkräfte des unbelasteten Uotergurtes gehen durch dem- 
selben Punkt T^ diejenigen des belasteten Obergartes sind darch dk 
Knotenlasten .V getrennt. Im Zuge der Stabkräfte der Wandgliete 
folgen sich Fii>j TaM Fai>a J^4- Die folgerichtige Durchführung 
des Kräfteplanes ergibt die Stabkrüfte in den Wandgliedern in der 
unbelasteten Trägerhälfte rechts von B^ durchweg gleich Null and 
die Stabkräfte in der oberen und unteren Gortang je unter sich 
gleich, nämlich erstere alle gleich 0^ und letztere alle gleich Tj. 
Zu diesem Ergebnis gelangt man auch durch folgende Überlegnng: 
fuhrt man einen beliebigen Schnitt dorch die unbelastete rechte Hälfte, 
so triflFt dieser beide Gurtungen und irgend ein Wandglied. Die 
rechts vom Schnitte angreifenden vier Kräfte, die drei Stabkrätte 
und der Stutzdruck U, müssen miteinander im Gleichgewicht sein. 
Die beiden Gurtstabkräfte schneiden sich mit dem Stützdruck B 
m B. Da nicht auch diti Stabkraft des geschnittenen Wandgliedes 
durch den Punkt B gerichtet ist, so muls diese gleich Null, und 

Fig. 119. 
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die dnrch B gehenden drei Kräfte unter sich im Gleichgewicht sein. 
Das gilt für alle möglichen Schnitte durch die sich in B schneidenden 
Gurtstäbe und fahrt für alle 2U dem Krafteck PTYP. Von der 
Dachneigung a hängt es dabei ab» ob beide Stabkräfte 0; und C/^ 
Druckkräfte sind, oder nur erstere eine solche, aber letztere eine 
Zugkraft oder Null ist. Liegt der Punkt S (Fig. 118^0 and daher 
aoch der Stützdrnck B in der Richtung dea Obergurtstabes» so wird 
U^ — ; liegen beide unterhalb desselben, so wird T^g eine Druck- 
kraft, liegen sie, wie in Fig. 118 a, oberhalb, so wird T-, eine 
Zugkraft, 

Weht der Wind von rechte (Fig. 119«), so liegt der Schnitt- 
punkt S der Gesamtdruckkraft 4 N des Windes mit dem lotrechten 
Stützdruck in A unterhalb A , wodnrch wiederum auch die Bichtung 
des Stützdruckes in B bekannt ist. Das aus der nach Grflfse und 
Richtung bekannten Kraft 4iV und den nur in ihren Bichtnngen 
bekannten Statzdrücken .-1 and B gebildete Krafteck, Flg. 119&, 
ergibt die Gröfse der letzteren. Im übrigen entwickelt sich der 
Kräfteplan wie für linksseitigen Winddruck, wobei jetzt die Gurt- 
kräfte Oj big O4 und üi bis U^ je einander gleich und alle Wand- 
glieder links von D^ spannungsloa werden. 

Von den beiden Spannkräften, die durch die Kräftepläne, 
Fig. 1186 und Fig. 119 fi, für jeden Stab bei Ton links und rechts 
komniendem Winde ermittelt sind, ist je nur die gröfsere bei Be- 
rechnung der Stärkenabmessungen der Stäbe zu benutzen und zu 
diesem Zwecke der aus der lotrechten Belastung bestimmten Spann- 
kraft hinzuzufügen. 



i 



i. Kräfteplan eines Wiegmann-Polonceau-Dachträgers. 
Der in Fig. 120 a dargestellte Dachträger kann als aus den 
laeiden steifen gegliederten Scheiben aec und t/V, welche einfache 
Dreiecks fach werke sind, entstanden angesehen werden. Im Sinne 
^er Darlegungen auf S. 223 sind beide Seheiben in c drehbar ver- 
bunden und durch Einfügung des Stabes ef gegeneinander festgelegt. 
Die wirklichen Stützdrüeke A und B für lotrechte Belastung sind 
lier, wie bei dem unter 2 behandelten Träger A=B = AP^ wovon 
indes^ wenn man berücksichtigt, dafs die Lasten -P/^ der gestützten 
üödknoten ohne Einwirkung auf die Stabkräfte direkt in die Stützen 





ist, unter Beibehaltung der Last -P/g in den Endknoteo, auch 
wirklichen Stützdrack A = B = AP einführen. 

Bei Entwicklung des KräfteplaDes zunächst för die lotrecttsi 
Lasten entsteht die Unbequemlichkeit, dafa, wenn man vom V\v!s»' 
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seitigen Auflager her nacheinander die Stabkräfte U^^ und 0| , dann 
Uli Fl und O2, und weiter O3, />i und fj durch Schnitte frei 
gelegt und aus dem Gleichgewicht rait den Kräften ^4 und ^/^ 
liezw..4, P/3 und P durch die Kraftecke 38123, bezw.4981234, 
bezw. 4 9101234 bestimmt bat, jeder, weitere Schnitt drei un- 
bekaonte Stabkriifte trifft und die Weiterentwicklnng des Kräfte- 
planes in gleicher Weise, wie bis dahin unmöglich macht. 

Um diese Unbequemlichkeit auf einfachste Weiae zu umgehen, 
soll die Spannkraft S in dem Stabe ef vorweg bestimmt werden. 
Die Nullgleichheit der Summe der wagerechten Kräfte in Bezug 
auf jede der verbundenen steifen Scheiben bedingt, dala in c ein 
der Spannkraft *S' im Stabe #/ entgegengesetzt gleiche Kraft tod 
Scheibe zu Scheibe übergeht. An der linksseitigen Scheibe wirken 
dann äufaerlich zwei Kräftepaare, nämlich einmal das aus der Stütz- 
kraft A = 4P und der halben Dachlast B = 4P bestehende mit 

dem Hebelsarm -7- und das aua den beiden unbekannten Kräften 5 
4 



bestehende mit dem Hebelsarm h. Aus der Gleichung S-k — 



4Pd 



Zieht man im Kräfteplan» Fig. 1206, 



erhält man Ä=4P —:/*. 
4 

durch 1 eine Wagerechte und durch 2 eine Parallele 2 7 zu h^ 

(Fig. 120a), so entstehen die ähnlichen Dreiecke 127 und ihpr 

woraus 17=^ ff i ^12: hi'^^'4P:h = S sich ergibt, 

■ Zu demselben Ergebnis gelangt man, wenn man beachtet, dafs 
die Mittelkraft der sich in g schneidenden Stabkraft S und der 
Stützkraft ^4 durch den Schnittpunkt h der Kraft 11 und der in c 

angreifenden Kraft S gehen raufs. 

ft Nachdem so die Stabkraft S=l l bekannt geworden, führt 
^in die Stabkräfte O^ , Z>i , V^ , U^ und S frei legender Schnitt zu 
dem Krafteck 41) (10) (11) 7 1 23 4, indem man nämlich durch die 
bekannten Punkte 10 und 7 Parallelen zieht zu den Stäben F^ 
und t^3. Die weitere Entwicklung des Kräfteplanes bietet keine 
Schwierigkeiten mehr. Sie führt aber noch zu einer nützlichen 
Eontrolle dm Planes. Hat man nämlich vermittelst zweier weiterer 
Schnitte durch 0;^, IK und U^ und durch O3, V^ und U^ die 
Kräfte o.^ und 7>o durch das Krafteck 5(12)(11)7 12 345 und 
die Kräfte V.^ und U^ durch das Krafteck 5(12)(13)7 1 2345 
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bestimmt, so wird im letzten Schnitt durch O4, ü^ und 8 nur 
noch die Kraft O4 als Unbekannte getroffen. Die am Trägert«il 
links vom Schnitt wirkenden bekannten Kräfte t^, S^ A und ^6^li¥ 
bilden im Kräfteplan den Streckenzug (13) 7126. Die ScMiilis* 
linie desselhen 6(13), mufs also nach Richtung und Gröfse gldeb 
der Stabkraft O4 und daher parallel dem Stabe ''4 sein. 

Die Kräftepläne flr die Windkräfte TOD links und rechts 
lassen sich in rihnlicher Weise wie für den nnt«r 2 behandelten Träger 
entwickeln, nur ist es zweckmäfsig, vorweg wieder die Stahbafi 
S im Stabe ef zu enoitteln. Das kann wie folgt geschehen. Die 
Stütxkräft« Ai und Bi für den Winddruck von linb, sowie At qd^ 
Br für Winddnick von rechts werden genau wie unter 2 durch die 
Kraftecke 1 l>3 und 1 2' 3' (Fig. 121 ft und \2\c) bestimmt In 



#1v-. 



f«) 



JDt 



^Üt 



m 



/n 



Ä, 



/ 



y 



beiden Fällen üheo die in f Ttrhundenen st«ifen Scbdben hier 
gegengesetzt gleiche Kräfte Z> aufeinander aus. Bei Wioddruc^ 
TOn lutks steht die Kraft Di an der rechtsseitigeii uob 



ä mit der Stabkraft *S^ im Stabe cf und dem Stützdruck Bi 
dehge wicht, mufs also darcb den Schnittpunkt k (Fig. 121«) 
und Bi geben, alsö die Richtung ch aufweisen. Das Kraft- 
34 2 ergibt 5'f = 34. Je nach der Dachneigang fällt der 
§ unterhalb oder oberhalb der Hichtung bc oder auf dieselbe^ 
mentsprechend im Krafteck der Punkt 4 oberhalb* unterhalb 
ttf die Richtung 23, Im ersten Falle wird Si eine Druck- 
m zweiten eine Zugkraft, im letzten gleich Null För rechta- 
i Winddruck hat die Kraft Dr in t; die Richtung ck; D^, S, 
^ stehen an der unbelasteten linken Scheibe im Gleichgewicht, 
jm Krafteck 2' 3' 4' 2' erhält man -S'^ = 3'4' stets als Zugkraft 



Stabkräfte für ständige und bewegliche Lasten. 

^V &} EiDfiufslinien der Stabkräfte. 

rir machen die Yoranssetsung, dafs die Lasten nnr an den 
tpunkten des einen Gurtes, z. B. des oberen, angreifen und 
diesen den belasteten Gurt. Zur unmittelbaren Aufnahme 
sten und Übertragung derselben auf die Knotenpunkte dienen 
fluträger; die Belastung des Fachwerkbalkens ist also als eine 
Ibare anzusehen. Für die Berechnung der Spannkräfte des 
iteten Gurtes dienen die Knotenpunkte des anderen als Dr^h- 



1. Einflufslinie für den unbelasteten Gurt. 

a für die Spannkraft U in einem beliebigen Stabe des unbe- 

I Untergurts dieselbe Gleichung 



ü^- 



M, 



Pig. 122. 



k cos 1' 
le för einen YoUträger (J/jt 
et das Biegungsmoment in 
auf den Knotenpunkt Ä' des 
ten Gurtes, Fig, 122), so 
uch die Einflufslinie für U 
e werden wie in Fig. 96, 
Hat der Drehpunkt K 
kbstand x vom linksseitigen Auflager, 




so macht man 
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AtA 



MA2 



, wodurch sich der LioienziiE AiKiB. als EmfltifB- 

Acoat^ Olli 

linie für ud mittel bare Belastung bestimmt. 

Die Einflulsliiiie fQr die hier in Frage kömmende mittelbara 

Belastung ist nach Bd. I S. 158 ein Sebnenvieleck derjenigen fw 

uDmittelbare Belastung, dessen Eckpunkte upter den Knotenpuaktes 

(hier den belasteten) des Trägers liegen. Da im vorliegenden Falle 

die EinßQfslinie für unmittelbare Belastung aus zwei im Punkte X, 

zusammeoätofsenden Geraden besteht, A'^ aber selbst lotrecht untei 

einem belaateteo Knoten (A') liegt, so föllt für die Stabkrafte des 

unbelasteten Gurtes die Einflafsliuie mit dem Linienmge AiKiBi 

zusammen. 
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Ütfind 
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2. Einflnfslinlen für den belasteten Gurt 
FQr die Stabkraft O im Stabe Cl> des belasteten Gurtes liegt 
der mafsgebende Drehpunkt A^ auf dem unbelasteten Gurte. Daraus 
ergibt sich in bekannter Weise zunächst für unmittelbare Belastoiig 
die Einflttfalinie A j A', B^ 

(Fig. 123) för die Stab- ^^'^' **^' 

kraft O, wobei dieRich- 
tuDg^j A'i auf dem links- 
seitigen Stützlot wieder 
die Strecke x : h cos (ü 
abschneidet Die Kno- 
tenpunktslote durch C 
und D schneiden jetzt 
den Streckenzugj'li A^i B^ 
in C*i und Bi und 
^jOjl^i^i ist daher 
wirkliche Einflufslinie 
der Stabkraft O des be- 
lasteten Gurtes. Greift 
die Last in dem Knoten- 
punkte des Untergurtes 
an, ist dieser der be- ^"^Ja 

lastete Gurt» so wird 

die Einflufgfigur seiner Stabkräfte ein Viereck AiCißiB^ und die- 
jenige der Stabkräfte des Obergurt^s ein Dreieck. Ist das Fachwerk 
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IJIa, MnßuMwien der Stahkräftf, 
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ein Ständerf ach werk, d. h. ecthält es lotrechte Pfosten, so dafs der 
Drelipunkt A' immer in einem Knotenpunktalot äer belasteten Gurtung 
liegti so fällt JiTj stete entweder mit Ci oder 7>i zusammen und 
die Einflufsfignren der Stabkräfte sowohl der oberen als der unteren 
Gurtung sind einfache Dreiecke {AiCiBiJ. (Um auszudrücken, dafs 
die Stabkraft positi? oder negativ ist, kann man die Einflufsordinaten 
nacli oben oder nach unten auftragen.) Für jeden Gurtstab sind die 
EinflufsordiDaten der Stabkraft alle gleichstimmig und zwar für die 
Stäbe des Obergurtes alle negativ^ für die des Untergurtes alle positiv. 



3. Einflufslinien für eine Strebe. 
WeU zufolge Gl. 2 S. 207 und Gl 4 S. 236 der Scherwider- 
staud Y der Wand eines Vollwandträgers genau die gleiche statische 
Bedeutung hat wie die lotrechte Seitenkraft l>3in<3 der Stabkraft 
eines beHebigen Waodgliedes» so läfst sieb auch die Einflufslinie der 
Strebenkraft JJ ohne weiteres aus derjenigen des Scher widerstand es Y 
(Fig. 96 <?) gewinnen, indem man die Ordinaten der letzteren durch 
aia d dividiert, wobei für links ansteigende Diagonalen ö ::^0 
Y und I> auch hinsichtlich des Vorzeichens gleichstimmig, für 
rechts ansteigende Diagonalen dagegen nngleichstiramig sind. Um 
die Einflufslinie der Stabkraft einer links ansteigenden Strebe zu 
erhalten, hat man daher in Fig. 123 i? in den Stützloten J^^i^ 

— , ■ , nach oben und B^^Bi = -r-- — r nach unten aufzutragen. 
Asinö ^ "^ hämo ^ 

Die Linien A^B-^ und A^B2 schneiden sich wieder im Lot durch 
den Drehpunkt L . Die Linie B^A^ gilt als Einflufslinie rechts vom 
durchschnittenen Fach, d. h. bis zum Lot durch den Knotenpunkt O 
des belasteten Gurtes, die Linie A^B^ aber links vom Lot durch 
den Enotenpunkt E des belasteten Gurtes am durchschnittenen Fach. 
Verbindet man daher die Schnittpunkte O^ und J^ der Lote durch 
C und E mit den Geraden ^43^2 und ^42-03 durch die Gerade C^K^^ 
so igt ^2 ^2^2^52 die Einflufalinie der Strebenkraft 2>< Der Schnitt- 
punkt N, in welchem die Einflnfglinie die Einflufsnullachae schneidet, 
hat die Bedeutung einer Belaatungascheide; links von iV herrscht 
negativer, rechts von N positiver Einflufs. Die Gröfse h (Fig. 123c) 
ist die Trägerhohe an der Stelle M (Fig. 123«), wo eine Wage- 
rechte durch den Drehpunkt L die Strebe EF trifft. L ist Schnitt- 
punkt der Richtungen der Gurtstäbe» welche der durch die Strebe 

17* 
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gffHUute SdiDitt thül, and n and & wmi dii Abtchnitte der Stützlote, 
welche j«De BiehtaageD zwiscbea sich aasen. Zar ZeichDong der 
^ofloMgur 123 c genfigi tbng«ai ^ Ermitteliiag ecmei der Ab- 
Khoitte AtÄ3 oder Ü,^,. Isl «nlenr bekaont, so liegt damit dj« 
Bichtimf Br^i fest Da dies« maä die Bicbtoog ^^ifs sicli im 
Lot dareb X sehoelden, so liegi damit aacb A^B^ fest. 

Ift der Untergurt „belasteter" Gurt, so fallen die PanMe 
C'i und E^ m die Lotrecbteo dorcb die das darchscbnitteDe Fach 
begretizeaden KDoienpankte die»ee Girt«9. Handelt es sieb um eine 
rechts ansteigende Strel», ist d <:0, so kehren alle Einflnfsordinatea 
ihre Voneicbeo tun; links roa .V bemebt jetzt positiver, rechts 
negatirer Einflnfj. EomiDeD neben links ansteigenden Diagonalen 
lotrechte Wandglieder (Ständer) tor, so ist för deren Einflnfslinie 
ö ~ ^ 9*> ** sin d = — 1 zu setzen. Steigen die benachbarten Diago- 
nalen rechta ao, so Ist sin A = sin £H1 '* « 1 za setzen. 

Die Kinfloislinie f&r D kann man leicht auch nnmittelbar finden, 
ohne auf den Voll wand träger ztirückzagreiien. Denkt man sich 
nämlich die Kraft J/ in H (Fig, liiäaj in die Seitenkräfte Z>siat^ 
nnd JJcoBÖ zerlegt^ so geht letztere durch L und erstere aUein 
bat gleichwie der Scberwiderstand Y am VoUwandbalken die 
Momentengleiehung S. 2011 in Bezug auf L zu erfüllen. 

Die Belastungsscheide ^V kan& man leicht auch am Träger 
unmittelbar finden, ohne die Einflufslinie zu zeichnen. Bei den aas 
Fig. 123c ersichtlichen Bezeichnungen mit Ä^E^r^ als Weibe äis 
darchsehnittenen Faches am belasteten Gurt erhält man 



-£5-^3 = 



h gin d 



j. €,0, 



a? 



1) 



, . . 'Tt woraus weiter folgt 



Bringt man in Fig. 124 die Richtung des Tom Schnitte ge- 
troffenen Stabes der unbe- 
lasteten Gartung mit den StÜtz- 
loten in Ä^ und ^1 vxm Schnitt 
und zieht von A 1 über E^ Ton 
/f, über V je eine Gerade, 
wobei E und C Endpunkte des 
durchschnittenen Stabes dea 
belasteten Gurtes sind, so ist der Scbnittponkt N beider Geradtß 
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elastungsscheide für die Stabkraft 7>, denn er erfüllt die der 
inflafsfignr 123 c entnommene Gleichung 1. Aus Fig. 124 folgt 
imittelbar 






also 



Ji^2 



id die Strecken vc'j/'t' und Ä' sind ihren wagerecbten Projektionen 
1/ z und X Terhältnisgleich. Für Parallelträger wird a —b = h, 

, . , = , . , = -^nr iitid daher AoB^ \\ B.2Ä^. 
h sin d h sin ö sm ö 2 3 ü 2 3 



so 



^^k b) Ermittel an jg; der grOMen StabkrHfte. 

l^acbdem anter a die Einflufslinien für alle in Frage kommen- 
in Stabkräfte eines einfachen Fachwerkbalkens entwickelt sind, 
inn die Benutzung derselben zur Ermittelung der gröfsten Stab- 
'Ifte im allgemeinen nach der Darlegung Bd. I S. 157 geachohen, 
dem zur Herbeiführung des positiven oder negativen Grröfstwertes 
irw. des Maximums oder des Minimums einer Stabkrafl die be- 
eglicbe Last nur im Bereiche der positiven oder nur im Bereiche 
ir negativen Einflafsfläche angeordnet wird. Man erhält dann die 
röfsten oder kleinsten Stabträfte in der Form S^^ — F+p 
-(F^—F^)p und S^i,. = —F--p-\-{F+—F-)if, wenn es sich 
B gleichmäfsig verteilte Last handelt, oder in der Fonn 
»o,= 2'Pj,-/j„, wenn Einzellasten in Frage kommen. Um im 

tzteren Falle wirklieb S^^^ bezw. S^it^ zu erhalten, sind die gröfsten 
s weglichen Einzellasten im Bereiche der gröfsten po3iti?en bezw. 
■öfsten negativen Einflufsordinaten aufzustellen. Nicht immer ist 
des die Stellung einer Gruppe etwa gegenseitig un verschieblich 
iteinander verbundener beweglicher Einzellasten (Acbsdrücke eines 
isenbabn zages), welche wirklich S„„^ und 5„,*„ herbeiführt, ohne 
eiteres genau zu erkennen. Es soll daher in nachstehendem 2unächst 
n Verfahren zur genauen Ermittelung jener Laststellung mit Hülfe 
är Einflufslinien entwickelt werden. 

Nach Fig. 122 und 123 (S. 257 und 258) sind die hier in 
rage kommenden Einflufsfiguren Dreiecke oder Vierecke. Es laist 
ich nun zunächst zeigen, dafs die im Gebiete einer und 
erselben Einflarsgeraden befindlichen Lasten durch 
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ihre Mittelkraft ersetzt werden köoDeii. Sind nämM 
in der Einflofsstrecke CD (Fig. 125) die Lasten P' und P" gegeben 
&0 ist deren Gesamtein- 

flüfs auf die betreffende Fig. 125. 

Spannkraft (oder sonstige * 

Gr^ifse, auf die sich die 
Einflufsfigur bezieht) 

Schneidet aber CD die 
Gerade A B in E unter 
einem Winkel ot tind in den Abständen sf und a?" von den Lasten* 
BO ist */=^,t/tga, T/' = .?r"tga, mitbin S = tga{P'^' + P"jc"). 
FQr die Monaentensnmme P' x' -\- P" .v" läfst sich aber nach der 
Gleichung der statischen Momente daa Moment der Mittelkraft Px 
setzen (wenn P die Mittelkraft von P' and P"), und da j;tga=ij, 
so wird S=pri, d. b. genau ao, alä ob man es nur mit der Mittel- 
kraft P zu tun hätte. 

Sind hiernacb die Lasten jeder Einflufsatrecke zu Mittelkräfteo 
Pi, Pa, P^ vereinigt (Fig. 126), 
so ist deren Geaamtwirkung 
Ä = PiT^i4 P2r}2-\'P^V:<- Die 
Neigungswinkel der Ein flnfs geraden 
seien ocj , «g , ot-^ , Es möge nun 
di e g an z e z usa m m e n b ängend e L^ten- 
gruppe um die Strecke du nach 
rechts verschoben werden, ohne dafs 

dabei eine der ursprünglich gegebenen Einzellasten eine Ein- 
flufsgrenze A, C, D oder B überschreite; dann bleiben Pp 
Pj und P, dieselben, die Einflufsorclinaten aber andern sich ver- 
mSge der Verschiebung, und die Gesamtwirkung erleidet eine Zn- 
nahme dS=Pidiji + P2df]2'h P-^dT]^. Hierin ist nach der Figur 
äJ}i=d u tg «1 , d % = (i » tg «2 , d % — — d u tg «3 (negativ, weil 
I>B nach rechts abfällt). Daher wird 

1) dS^{P,iga, + P,iga^-P,iga^)du 

oder bei beliebig vielen Einflufsstrecken und wenn man ^i* 
Neigungen durchweg als nach rechts ansteigend positiv auffafstr 

2) dS^dnlPtg^. 



Fig. 136, 
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Ist l'Ptgar>0, so wird eine TeracMebang der Lasten nach 
Töchta eine Vergröfserung von S zur Folge haben, und umgekehrt. 
Kommt es also darauf an, dafs S möglichst grofs werde, so mufs 
bei positivem Vorzeichen von ^Ptga die Lastgruppe nach rechta 
veracboben werden, und umgekehrt. War 2'Ptga etwa zu Anfang 
>* 1 so wird bei einer Lastverschiebung nach rechts dieses positif e 
Vorzeichen so langR bestehen bleiben» bis durch Hinübertreten von 
Einzellasten ober die Einflufsgrenzen und dadurch verursachte 
Aenderung der Gruppen P^, P<y und P^ die negativen Glieder das 
Ueberge wicht bekommen. Da nämlich die Winkel a unveränderlich 
sind, beim Vorhandensein von Einxellasten aber die Gruppen P^ , 
P-ät -P3 sich nur aprungweiae ändern können» indem eine Last aas 
der einen Gruppe in eine andere übertritt, so ist es nicht ohne 
weiteres möglich, durch Lastverschiebung IP tg et — zu machen- 
Hat aber dieser Wert einen Zeichen Wechsel erfahren, so mufa die 
Lastengruppe nun entgegengesetzt verschoben werden. Hiernach 
wird der Einflufs einer gegebenen Lastgruppe mög- 
lichat grofs, wenn diejenige Last, deren Verschiebung 
über eine Einflufagrenze hinüber einen Zeichen- 
wechsel in dena Werte 2'PtgoE hervorbringt, gerade 
auf diese Einflufsgrenze gestellt wird- 

f Ist der positive oder negative Teil der S'ig- 12*?. 

Einflufsfigur ein einfaches Dreieck (.von der 
Höhe /), kommen mithin nur zwei Einflufs- ^^^i f -^ 
strecken der wagerechten Langen c^ und c^ r — Cj-^^^U— r^-— *j 
in Frage, so wird (Fig. 127) 



3} 



ZPtga = P,tg«i-Atg«,=/(^-f^). 



Da nun P^ die Gesamtlast der Einflufsstrecke t*, , so ist Pi-c^ 
die durchschnittliche Belastung der Längeneinheit der Strecke ei 
und Po ■ ^tj diejenige der Strecke e^ ; um also die ungünstigste 
Laststellung zu finden, hat man diese beiden durchschnitt- 
liehen Belastungen für die Längeneinheit durch ent- 
sprechende Verschiebung der Lastengruppe möglichst 
auszugleichen, und diejenige Last, deren Verschiebung 
über eine Einflufsgrenze hinüber einen Zeichenwechsel 
in dem Unterschiede der durchschnittlichen Be- 
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lastungen der beiden Einflafästrecken herTorliringt, 
mufs gerade auf diese Einflursgreoze gestellt werden 

Ungünstigste Laststeümig fdr einen Stab des nnbelasteteo 
Gurtes. Da für diesen Fall der Drehpunkt mit einem Lastpapite 
zusammenföUt, so ist die Einflufsfigur nach Fig. 122 (S- 257) ein 
einfaches Dreieck. In Fig. 128 a» einen Träger von 20"" Weite 
darstellend, sind die Lasten oben gedacht. Die Spannkraft U^ im 
vierten Fache des Untergurts werde betrachtet, &o dafs K' der 
Drehpunkt wird; ist dessen Abstand vom linken Auflager j* — 12", 
so sind a: und l—.r die beiden Einflafsstrecken, auf denen die 
durchschnittlichen Belastungen möglichst auszugleichen sind. Zur 
Auffindung der nn günstigsten Laststellung zeichne man die Last« 
gruppe in dem Mafsstabe des Trägers auf einen FapierstreiföD, 
man leicht ober dem Träger 



Fig. 1-28, 







verschieben kann, l^ie in sich 
unverschiebliche Lastengruppe 
soll aus den Achsdrücken eines 
Zuges von Lokomotiven be- 
stehen, deren eine mit y.n- 
gehörigem Tender in Fig. 127 
dargestellt ist Da es für ein 
GurtstQck darauf ankommt, 
möglichst viel schwere Lasten 
in der Nähe des Moraenten- 
drehpouktes K^ (im Bereich der 

größten Einüufsordinaten) unterzubringen, so stellt man 2 LoTsO' 
motivett mit den Schornsteinen gegeneinander, weil auf diese Weise 
eine Folge von 6 schweren Triebachsen entsteht Bringt mW 
nun die mittlere Triebachse der rechtsseitigen Lokomotive ilbef 
den Drehpunkt K\ so ist das die ungünstigste Stellung ftr t^A' 
Denkt man sich nämlich zunächst das Bad 2 noch recb*^ 
von Ä^' stehend, so wird die Geaamtlast der Einflufsstrecke \io^ 
von K' : Pi— 4-13 = 52\ die Last der rechtsseitigen Streck« 
Z',, = 2' 13 + 2-9 = 44'. Die durchschnittlichen Belastungen siß* 
daher 52:12^4'/a bozw. 44:8 = 5V2; rechts ist daher die 1^^ 
lastung stärker, so dafs eine Verschiebung nach links erfolgen mi»^* 
Steht infolgedessen aber das Rad 2 links von Ä'', so vergröfdöjj 



A 
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ih Pi auf 52 + 13 = 65 S während sich P^ um ebensoTiel, also 
if 44 — 13=31* vermindert, so dafs nun die durehsclmittliche 
ulaatung Hnkg (65:12 = 5Vi2) grSfser iat als rechts (31:8='3Vs). 
ie Terachiebung des Rades 2 über den Drehpunkt hinüber hat 
iher den Unterschied der durchschnittlichen Belastungen umgekehrt, 
i murs mithin dieses Rad über K' gestellt werden (Fig. 1 28 a). 

Während das Ead 2 den Drehpunkt K' überschreitet, geht 
er TJaterschied der durchschnittlichen ßelaatungen der beiden Ein- 
afsstrecken links und rechts von K' sprungweise aus dem Positiven 
IS Negative über. Sobald aber die Radlast 2 gerade bei K' 
eht, kann man sie offenbar nach Belieben zu der Gruppe F^ oder 
^r Gruppe P^ zahlen ; auch kann man sich diese Last derart In 
rei Teile zerlegt denken, dafa wenn man den einen Teil zu P^ , 
m anderen zu Pj rechnet, die durchachnittlichen Belastungen links 
id rechts von K' nicht nur möglichst gleich, sondern wirklich 
eich werden. Die durehschnittliche Belastung der Längeneinheit 
r die ganze StGtxweite beträgt (16 - 13 + 2 ■ 9) : 20 = 4,S *; dies gibt 
nta von A^j 12-43 = 57,6*. Von der Last 2 über A'^ müfsten 
iher 57,6 — 4*13=5,6* zur linksseitigen, 13 — 5,6 = 7,4* zur 
ichtsseitigen Gruppe gerechnet werden, damit die durchschnittlichen 
'OlastuQgen beiderseits gleich seien. In diesem Sinne kann man 
ttch den allgemeinen Satz auf S. 263 jetzt dahin ändern: Der 
ÜöflQfs einer gegebenen Laatgruppe wird möglichst 
rofs, wenn dadurch, dafa eine Last gerade auf einer 
Hnflarsgrenze steht, der Wert ^PtgGL = wird, 
f Was nun die Ermittelung der Spannkraft U^ selbst anbelangt, 
berechnet man den Einflufs der ständigen Belastung, wie auf 
i- 257 gezeigt; den Einflufs der Radlasten kann man entweder 
•benfalls mittels der Momentengleichung finden, wobei es nicht 
'forderlich ist, die Radlasten erat in Knotetipunktsbelastungen um- 
zuwandeln, wenn man nur zur Vermeidung von Irrungen den Schnitt 
s^Dau durch A"' gelegt denkt; — oder man kann das Einflufs- 
ilreieck für U benutzen, jede Last mit der zugehörigen EinÜufg- 
OTdioate multiplizieren und 2'Pi/ bilden. 

Ungünstigste Laststellaug fiir einen Stab des belasteten 6nrtes. 

^ei einem Ständerfachwerke wäre die Behandlung dieselbe, wie 
[jptehend, weil der Drohpunkt in einer LaätpuuktsftukifetfeL^^Tx VSä^^^ 
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würde. In Fig. 128 (i aber liegt der zu O^ gehörige Drehpunkt Z 
um e bezw. A^e Yom linken und rechten Laatpunkte des dorch- 
schnittenen Faches entfernt (wagerecht gemessen), so dafs die Ein- 
äufsfigur I2bb zu benutzen ist 

Es kommt darauf an, den Wert 2\Ptga mit Hälfe der ge- 
gebenen Abmessungen des Balkens auszudrücken. Bezeichnet mau 
jetzt die Abszisse des Punktes K mit a*, so ergibt sich leicht ^m 
der Figur 

J , Ca = ,r — e\ ß^lK — l — .?■ — A-\-e, 
Eechnet man daher die Änsteigungen nach links positir, so wird 



tg«i = 



h cos ot'V 



tg «3 ^ 



Acosa»'^' 



_ x (l — X — Ä-\-e) — (l — ^} {w — e] 



hcQaiH'lA hcosui'lÄ' 



Mithin wird 
l'Ptga = 



1 



Ä-i 



h COS 10 



-^^\P,{l^.T)^P^{l-x)j--Pr'^^^P^x 



Der eingeklammerte Teil, auf dessen Vorzeichen es ankommt, ist 
hier auch wieder auf die Form des Unterschiedes der durchschnitt- 
lichen Belastungen links und rechts vom Drehpunkte zurückgefübrtf 
nur ist die Last Pg dea durchschnittenen Faches nach bestimmtem 
Verhältnisse den Gruppen P^ und P^ hinzugerechnet. 

Es konnte scheinen^ ala ob die Lastptelluüg in Fig. 12Sa fftr Og üicM 
die angünetigste wäre, ab ob die Kader 1, 2, 3 mehr über dea D»^ 
puakt K geetellt werden raüfsten. Denkt man Bick daher den Zug et«** 
nach links verschoben, bo dafs die Eäder 1 und 2 im durchschnittenen Ta^^^ 
stehen, 80 wird P^^S- 13 = 39, Pj = 2.13 = 26, P^^ 13 + 2 .9 = 3^*' " 
Das Yorzeichen von 2Ttga hängt ako, da hier fl!=10, «^'/t^l, ab ''**' 

30 + 13 31-hl3 ^ ...,.- t- 1. L.. t. :,. _. a -»^1 

— — — ■- r— ^r>Oj was eine Verschiebung nach rechts bedingt. So»'' 

aber das Ead 3 rechts von K* Hegt, wird Pi = 39, P^— 13, P3 = 44, '^ 



J 




— =1 ^ <:0; die gezeichnete Laststellong ist daher 

jMch für O3 die uBgans-tigste. 

Will man nun 0^ mittelst der Moraentengleichung berechnen, so mufs 
"tasD die im durchschnittenen Fache hefindlicha Last in die beiden Knoten- 
pnnktsdrncke zerlegen, da nur der linksseitige am linken Abschnitte vorkommt, 
u. 7AV, in Bezug auf K mit einem anderen Momeute als die Kädlaet selh&t; 
die übrigen Lasten können unmittelbar benutzt werden. -- Die Ermittelung 
von 0^ mittels der Einflufafignr geschieht ebenso, wia für üf. gezeigt. 

Wird ein Eisenbahngleis von 2 Fach werk balken getragen, so hat man 
natürlich nur die halben Achslasten, also die Radlasten^ fftr einen TrTiger 
zu rechnen. Die Untt^räucbung der tin günstigsten Laatstellung ist aber von 
dieser Frage unabhängig, weil es dabei nur anf La^t Verhältnisse ankommt. 

ungünstigste Laststellung Itir die Wandglieder. Handelt es 

sich um eine rechts fallende Strebe, z. B. EF (Fig. 129«), so 

kommt für !?„„, die positive Einilufsfläche von .V bia B^ in Frage, 

Qnd man erkennt 

Fig. 199. 

,, , ^ . , „ ^j QOn o gxr 

TOD rechts her an f '^- 

das durchschnittene ^g^^Si^J^-- 
Fach hinan zu schie- fi^--^ 
ben sind. Die posi- 
tive Einflufsfigur 
zeigt zwei Strecken 
C] und c^, und es 
mufs nach S. 262 
und 263 eine Aus- 
gleichung der dnrch- 
aclmittlichen Belastungen derselben stattfinden. Nennt mau daher 
die ins durchschnittene Fach vorgeschobene Lastgruppe P^, die 
lichts davon befindliebe Pg^ so mufs 



man 

zunächst, dafs mög- 
UchstschwereLa^ten 




ono 



(**) 



S-S 



Co 



1 werden, wofür man aber auch schreiben kann 

^^ Liegt die Einflufsfignr in genügender Genauigkeit vor, so kann 
^^än t'i abgreifen und die durchschnittlichen Belastuu^ftu Qkiaft 
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weiteres berechnen. Wir wollen aber auch hier die EntacheidaDg 
aus den gegebenen Abmessungen des TrSgers ableiten. Der Abschnitt 
AiA^ iat nach Fig. 123c rt:A8ind, daher wird 



Cj 



^'^~hfiind! 



und ebenso 



b d. 



C) Ca + jPi i>3 



— . Aus ähnlichen Dreiecken erhält raan 



« C2 + i> (ij 



Weil aber nach Fig. 123 (S. 258) 

a w 



und daraas — = 



c^i a ^2 + hd^ 



aX 



h wA-l 

und nach Fig. 129 ci=^l—ii^~X, 90 wird 

Ci wl — wd2 — wX-^ {w-\-l)d^ l{w-\-d^ 



oder 



Cy W 

Ci tV X 

gesetzt werden I 



tv* 



rar ^=^^1±Ä 

€1 €1 + ^2 



kann daher aacii 



.Pi±P^ 



w. 



5) -^{^^d^y- j 

p 
Hierin kann — als durchschnittliche Belaatang des darch- 

P 4- P 
schnlttenen Faches und - -— - ^ - als durchschnittliche Belastang 

i 

des ganzen Balkens anfgefafst werden. Diese durchschnittlichen 
Belastungen sind jedoch nicht unmittelbar zu vergleichen, sondeni 
vorher noch mit iv-^-d^ bezw. w au multiplizieren. 

Handelt es sich um />«,?„, also um eine möglichste Aus- 
gleichung der durchschnittlichen Belastung der Strecken t^^ und ih- 
80 bekommt man zunächst einen von 5) abweichenden Ausdruck. 
Man kann jedoch letzteren Wert, wie man leicht erkennt, ta^ 
Auffindung der ungünstigsten Laststellung für gröfate nnd kleinst« 
Spannkraft aller Wandglieder benutzen, wenn man die Bedeutung 
von w und w + d^ verallgemeinert. Wird ein Zug TOn der einön 
Seite (etwa der rechten) auf die Brücke geschoben, so nenne mau 
dasjenige Auflager, welchei vom Zuge noch nicht erreicht ist, ^ 
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geringeren Stützendruck erhält, schlechtweg das unbelastete 
Luflager und verstehe atiter iv stets den Abstand des Drehpunktes 
ttna unbelasteten Auflager. Ebenso wird beim Hineinschieben 
Zuges ins durchschnittene Fach der ©ine Knotenpunkt desselben 
Doch nicht vom Zuge bedeckt sein ; dieser werde kurz der unbelastete 
Knotenpunkt genannt, und unter w + ^ij» wofür wir nun r setzen 
wollen, möge immer der Abstand des Drehpunktes vom unbe- 
lasteten Knotenpunkte des durchschnittenen Faches verstanden 
werden. Bezeichnet man dann mit Fi die Lasten Ina durch- 
schnittenen Fache, mit P^ + P^ sämtliche Lasten des Trägers, so 
muis allgemein 

Pi Pi±P. , 

-r ^ = - ^ , ' w werden. 

rl Ä l 

Für D^aj, ergibt sich die in Fig. 129 a ges^eichnete Stelloüg als die 
aDgünstigate. Es sei hierbei ic^:=%^^ r=^\'i^^ ^^410- Schieht maa dann 
die erate Achse ins darchechnittene Fach Tor, bo wird Pi=l3, Pi +Pjl = 66■, 
uiithin — 12— ^8>-0. Im durchachnitteneD Fache ist hiernach ssu viel 
Last, weshalb ein Zmückzieheii in die gezeichnete Stellung Bötig wird. 

F'ör 2>mJ« 'ßt die ungünstigete Belaetungsart in Pig, i29e dargestellt. 
Weil jetzt das rechtaseitige Auflager das unbelastete äst, so wird )r=28, 
und ebenso j*=16. Da hier nor gleich schwere Achsen vor) legen , %o 
Irann das Gewicht einer Achse als Einheit gewählt werden. Daher ist, 
wenn man eine Achse ios durchschoitteno Fach yorgeechoben annimmt, 
P,= l,Pi+P, = 3. 

1 ,„ 3 



^Se 



^16-^28 = 4-4,2 <:0; 



[Je KU geriDge Belastung dos Faches erfordert also weiteres Hinein ec hieb eüf 
des Zuges. Würde aber auch die iweit^ Achs© noch hineintreten, bo Terursacht 
die Vergröfserong des ersten Gliedes der Diflerenz auf das Doppelte einen 
^^^cben Wechsel, woraus die gezeichnete »Stelle als die mafsgebende folgt. 

^" Das Eintreten von Lasten ins durchschnittene Fach erschwert 
\ die Berechnung mittels der Momentengleichung, weil diese Lasten 
' in Knotenpunktsdrücke zerlegt werden müssen. Die bequemere 
Stellung in Fig. 129^ nennt man im Gegensatze dazu die Grund- 
stellung«'^) In dem letzten ZahleDbeispiele war die Differenz 
^ — 4,2 so wenig TOn Null Yerschieden» dafa eine geringe Yer- 
gröfsemng der Yorderlast leicht einen Zeichen Wechsel hervorbringt. 
^^ empfiehlt sich daher» bei der einseitigen Belastung fSr die 

^^^^ Siehe Müller- Breslau, Gtaphiache Statik, 3. Aufl., l. Bd., S. lÄl, 
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WaDdglieder daa Gewicht der V^orderachse etwas m erhflben, etwi 
von liJ auf 15 \ dann kano man ohne weitere Pro fang die GninÄ* 
atellung (wobei der Zug nur bis an das durchs chaitteoe Fach rar- 
rückt) für alle Wandglieder anwenden. 

P,= 15, P,+A='tl* gibt 

d. b. Zuiilckzieh«Q des Zartes aus dem Fache. 

Für parallele Garten wird die Bedingung 5) einfach m 

;i~ l 

(Gleichheit der durchschnittlichen Betastungen), weil bei unendM 
groisem v> der endliche Summand «/^ Tersch windet 

Hiernach kann die Bestimmung der gröfsten Stabkrftfte "m, 
folgt geschehen: 

Der Beitrag der ständigen Belastung zu den Stahkräften sotoU 
der Gurtungen wie der Wandglieder kann nach einer der unter II 
erläuterten Metboden bestimmt werden, wird aber meist am b^ 
qaemsten durch einen Cremona'achen Kräfteplan ermittelt. Bei 
Ermittelung der durch bewegliche Belastung (Verkehrslast) ent- 
stehenden Stabkrafte wird der Träger selbst als gewichtslos TOrans* 
gesetzt; auch wollen wir fUr diese Belastungsart unters cbeiden 
zwischen Stabkrllten in den Gurtungen» welche bei voller Belaatungi 
und solchen in den Wandgliedern, welche bei teil weiser f einseitiger) 
Belastung ihre GrGlstwerte erreichen. Die grdfsten Stabkräfte M 
alle Glieder erhält man dann aus der Zusammenfügung derjenigen 
fQr ständige Belastung mit denen für Yerkehrslast. 



1. Gröfste Stabkräfte in den Gurtungen. 

Ist die Verkehrs last gleichmäfsig rerteiltt so entstellen 
für alle Gurtstäbe bei Toller gleichmäfsiger Belastung des gaüzflu 
Trägers die gröfsten StabkrÄfte und die Ermittelung derselben gß' 
schiebt meist am bequemsten mit Hülfe eines Kräfteplans, jedocli 
Äweckmäfsig gesondert von dem für ständige Belastung. Komioec 
bewegliche Einzellasten in Frage, so sind diese zunäcbst 
nach Mafsgabe der Darlegungen auf S. 263 in die dem Gröfatwert 
der Stabkraft entsprechende Stellung zu bringen. Diese Laststellang 



I 




^ 
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i im allgemeinen für die einzelnen Stäbe Terschieden ; Immer aber 
id nach Ausweis der Einflüfglimen för die Öurtstabkräfte tunlichst 
öle Lasten auf den Träger zu bringen, d. L der Träger ist „voll" 
belasten. Handelt es sich um eine Gruppe von nur verhältnis- 
Usig wenigen Einzellasten» ao können die Stabkräfte u, ü* zweck- 
iJsig mit Hälfe der Einflufelinien in der Form O — 2'P„7;„, bezw. 
= 2\Prt//,i bestimmt werden. Besteht die Yerkehrslast aus einer 
nppe Ton gegeneinander unTerachieblichen Einzellasten in gröfserer 
[ü (Lokomotiv- oder Eisanbahnzog), ao werden die gröfsten Stab- 
Lfte in den Grurtnngen meistens am bequemsten mit Hülfe 
BS Seilecks von der Pol weite H=n-Ä in der unter IIb be- 
Lilebenen Weise ermittelt. Es gentJgt in solchem Falle fQr die 
-sehiedenen Laatatellnngen die Zeichnung eines SeileckSt indem 
m den Träger gegen dasselbe so Yorsehiebt, dafs jedesmal der 
Öfetwerfc der betreflfeuden Stabkraft entsteht. 

I 2. Grdfste Stabkräfte in den Wandgliedern> 

"Nach Ausweis der Einfiufslinien för die Stabkräfte in den 
andgliedern (Fig. 129) entstehen deren GrSötwerte för einseitige 
ilastnng links oder rechts der Belastungsscheide N. Ist die Ver- 
ihralast gleichmäfsig verteilt, so führt die gleichmäfaige Belastung 
»r ganzeu positiven oder negativen Einüufsstrecke des betreffenden 
iabes zu seiner grGfsten positiven oder negativen Stabkraft. 
Ommen Einzellasten in Frage, so sind diese gemäfa den Darlegungen 
267 für jeden Stab in eine bestimmte Stellung links und rechts 
t Belastungsscbeide N zu bringen. Tat das geschehen, so kann 
B Spannkraft D des Stabes zweckmäfsig mit Hülfe der sogenannten 
-Linie (vergh S, 82—84) ermittelt werden. 

Für gleichmäfsig verteilte Yerkehrslast p für die 
ngeneinheit ist die ^' Linie eine Parabel. Die Belaatungsscheide 
für jedes Wandglied hat eine bestimmte Lage innerhalb des 
t dem Wandgliede durchschnittenen Faches und zur Herbeiführung 
^ -OflWi oder JJ^i^ müfste, wie erwähnt, die ganze positive oder 
^tive Einflufsstrecke rechts und links von A"" mit p belastet 
srden. Zur Vereinfachung soll indes in folgendem angenommen 
ärden, dafs die Belastung aller Knotenpunkte der positiven Eintiufs- 
recke je mit der vollen Last ^>i die gröfste positive Stabkraft 
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i>y„„^ tind die gleiche Belastung aller KDOtenpunkte der oegatiT* 

EinflufaBtrecke I>^^i„^erbeimhre. ■ 

Für die Strebe 3 4 des Balkens {Fiff. 130 z. B.), der im Oü^ 

gurt belastet ist, würde daoaeh bei gleichmäfsiger Belastung A« 




Illb. Ermittehmg der grüäUn Stahkrüfte. 
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Tecte rechts vom Knoten 4 mit p and aufserdem des Knotens 

mit ^ das Maxinmm und bei gleich mäfsig er Belastung der 

trecke links vom Knoten 2 und dieses Knotens selbst noch mit 

j- das Minimum der Stab kraft D^ entstehen. Die Last ^ 

a Knoten 4 bezv. 2 soll dabei die Wirkung der im durch- 
hnitteneo Felde 24 rechts oder links der Belastangsscheide vor- 
indenen Last ersetzen. Da indes nur bei voller Belastung des 

ddes 2 4 ein Lastenteil -^ nach 4 and 2 übertragen werden 

nn, so ergeben sieh i>3«^ und J^a^^n mit der oben bezeichneten 

■einfach enden Annahme etwas zn grofs. Für die Anwendung ist 

erzielte Annäherung jedoch in den meisten Fällen völlig hin- 

diend. Die Belastung Fig. 130« erzeugt in einen Stützdruck 

l 



^4 = 1^ (" + ^-) 



dieser Gleichung entspricht die parabolische Linie hc mit dem 
• in 6 (Fig. 1806) als ^- Linie. Bringt man den Ausdruck 

1 in die Form ^•^' — 7--, so kann man die Ordinaten der 
Linie unter den belasteten Knotenpunkten leicht zeichnerisch durch 
9 zweimalige geometrische Reduktion der Gröfse ^— gewinnen, wie 
daes für den Punkt 8' der Linie in Fig, 130/> angedeutet ist. 
P Am Trägerstück links vom Schnitt wirkt als einzige Kraft der 
L^zdruck .4.1. Schneidet man durch O3, Z>a und U^, so führt 
■H Culmann das Gleichgewicht der Kräfte J4, ü^y D^, und 
links vom Schnitt ku dem schliefsenden Krafteck edhfe^ in 
tchem die bekannte Kraft J^ den Umfafarungasinn angibt, /rffO^ 3 
l \f—I>inaj: (Zugkraft) ist. Dieselbe Lastslellung» welche I>:i„,a^ 
^ngt, bringt -02™;» hervor. Schneiden wir daher durch O2, D2 
1 r/2, ^0 erhalten wir für die miteinander im Gleichgewicht be- 
3 lieben Kräfte ^4, ZZj, D2 und 0*^ links vom Schnitt das 
iliefaende Krafteck edgfe und in demselben iif=B2v,in (Druckkraft). 
Pur eine in sich unTerschiebliche Gruppe Ton Einzellasten 
» -Pg, Pg usw. (Lokomotivzug), Fig. 130t?, erhält man die ^-Linie 
\ (Fig. 130 (Ot wenn man den Lastenzng in umgekehrter Lasten- 
?^ mit der ersten Last P^ im rechtsseitigeiv StiJA'LM ^\Ä%H,vK& 

^«nk, ElaaimlAteUhre. IL . \% 



L 
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(Fig. VdOd) and ZU der Lastengruppe in dieser Stellung mit d«r 
Stützweite l als Pol weite (Pol ij) ein Seileck b^c^ zeichnet (YergL 
S. 82 Fig, 41t'.) Eä soll beispielsweise wieder für die Stabkrafl 
i>3 das Maximum und für D^ das Minimum bestimmt werden. 
Wir bringen den Zug zunächst in die „ Grunds tellang^ 
(Fig. \mc) (vergL S, 209), so dafs die erste Last P, m den 
Knotenpunkt 4 zu stehen kommt uod e^d^ (Fig. 130 tf) den Stütz- 
druck J4 in ausdrückt. Das schliefsende Krafteck e^dj^hi^, 
gebildet wie in Fig. 1306, ergibt f^h^Jy^,^ und dasjemge 
^i ^J\ Pi ^\ t^ringt /i (fi = Ry^i,^ . 

Es bleibt noch fraglich» ob die Gruudatellung des Lastenzag«9 
wirklich U^^^ und i>2«i* berbeiführt. Ist das nicht der Fall, so 
mufs nach den Ausführungen auf S. 2ö7 u. f. die Lastengruppe so ge- 
stellt werden, dafs entweder die nächst- oder die ubernächstfolgönd* 
Last P2 oder P^ in den Knotenpunkt zu stehen kommt. Mit P. 
im Knoten 4 rückt J\ in die in Fig. V60c punktiert angedeutete 
Stellung im Fach 24. Im Lot durch P^ in dieser Stellung erhält 
man aus Fig. 130^^ wieder den Stützdmek A'^ = e2d2^ Dieser ist 
nun aber nicht mehr die einzige links vom Schnitt angreifend« 
äufsere Kraft» sondern es gelangt jetzt ein Teil I*{ der Last Pj 
nach dem Knoten 2. Die Gröfse dieser nun in 2 angreifenden 
Kraft iV erhält man leicht in der aus Fig. VdOd ersichtUcben 
Weise in der Strecke « *\, . Man kann nun die Beitrage der lints 
vom Schnitt angreifenden äufseren Kräfte -4^ und i'/ ^u ^^.r 
und />2«in i° bekannter Weise getrennt ermitteln, und zwar dea— 
jenigen von A\ genau wie für J4 in der Grundstellung. P{ wirkt, 
weil A\ entgegen gerichtet, absolut gedacht, verkleinernd auf 1)-^,,^-^ 



und XA>. 



Da die Kraft PJ in dem der Stabkraft 0-> ent- 



sprechenden Momentendrehpunkt 2 angreift, so erzeugt sie im Stabe 
13 eine Stabkraft 09=^0; aie mufs also mit den andern beiden 
im Schnitt durch O2 , i?^ und U^ getrotfoneu Kräften IK und Ut f 
soweit diese von ihr hervorgerufen sind, im Gleichgewicht 8«d- 
Das schliefsende Krafteck ikli (Fig. 130/) drückt dieses Gleich' 
gewicht aus und darin ist 11=^1X2 die dnrch P,' in D^ erzeugt^ 
Zugkraft. Im unbelasteten Knoten 3 stehen die Stahkräfte 0^ * 
i>2, J?3 und O3 miteinander im Gleichgewicht Da Og hier gleich 
Null und i>3 bereits bekannt ist, erhält man aus dem Kraftet^lt 
iimi D'^ — lm als Druckkraft. Bringt man also diese Kraft. 



III h, Erwittdung der größten StahhräfU. 
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JD^ und i>3 Ton den aus A\ erhaltenen Stabkräften D^ und D^ 
in Abzug, bo ergeben sich daraus die der Laststellung „P^ ^^ 4"* 
entsprechenden wirklichen Stabkräfte A™«^ ii"*^ A™;,;- Ein Ver- 
gleich mit den aus der Grnndstellung ermittelten Werten D^ und 
J>2 läfst er kennen» welche von beiden Stellungen die wirklichen 
Gröfstwerte von A und D^ erzeugt. Nötigenfalls ist die Lasten- 
gruppe noch um eine Lastteilung weiter zu Terschieben, so dafs 
J^3 nach 4 gelangt und das Verfahren zur Bestimmung von i>y 
tiDd 1?2 ^ie vor zu wiederholen. In gleicher Weise kann man für 
alle übrigen Streben die gröfsten Stabkräfte bestimmen. 

Bei nicht zu grofsen Feldweiten /* erhält man die Gröfstwerte 
der Strebenkräfte für die Anwendung meist genau genug aus der 
Grundstellung, wenn man die erste Last P^ etwas gröfser annimmt. 

Sind gleichzeitig die gröfsten Stabkräfte aller Wandglieder.zn 
bestimmen, so kann dazu mit Vorteil auch das folgende gleichfalls 
auf die Benutzung der A - Linie sich stützende Verfahren angewandt 
werden : 

Die gröfsten Stabkräfte der Wandglieder sinci, wie aus obigen 
Darlegungen ersichtlich, verhältnisgleich dem Stützdruek A der 
Laststeliung, welche sie hervorruft. Kennt man daher alle Streben- 
kräfte D{ , Dl usw., welche ein Stützdruck A—l erzeugt, so hat 
man diese nur mit den der .1- Linie entnommenen wirklichen Stütz- 
dröcken ^1 zu multiplizieren, welche die für die einzelnen Streben 
'^''günstigsten Laststellungen in der Stütze A hervorrufen, um so 
^^ grafsten Strehenkräfte Z>, , Dj , D^ usw. selbst zu erhalten. 

Das Verfahren selbst entsteht nun wie folgt: Wir denken 
'"'S den Knoten 11 neben der Stütze B so belastet, dafa in 
^w Stfitze A ein Stützdruek ^1 = 1 entsteht und zeichnen zur Er- 
Jnittelqng der dadurch entstehenden Strehenkräfte l?/, 7>^ usw. 
einen Cremona*schen Eräfteplan (Fig. 130^^). Da von allen Knoten 
Üoka von 1 1 nur der den Ober- und Untergurt verbindende Knoten 
voa einer äufseren Kraft ergriffen ist» alle übrigen Knoten von 
1^30 aber unbelastet sind, so nimmt der Kräfteplan die über- 
sichtliche und einfache Form Fig. 130.(7 an. Die Stabkräfte O^ bis Of^ 
^^ Obergurtes, in der Figur mit 1 — 6 bezeichnett treten strahlen - 
«Irmig in q^ diejenigen des Untergurtes 1'— 5' ebenso in p zusammen, 
■S^^^d der Streckenzug der Strebenkräfte beida ^fti\im^%\.. 
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XMli^Mnkt 4 xn ftifea lif^ wmt «^< (f%. 130| 

4r«€lr vi« in O aniricil. Dm 

ffW4ct wft Ifl F%, 130i. crgiM /^i^ = I>j^ 

Kl UafM ttodi Inglich, ol» die Gnod^riling 

wfrklkb //»,^ imd Z/,^ berbeifUirt Ist das 
no^ nicb d«i] AwAUmingen auf S. 2G7 o, 1 die ! 
ffUtU w«rd«o« dflff «Dtweder die nächst- oder die 
f/Wi /'j tfdtr i', in den Kooteopankt za stehcm ko 
Im Kiiot«fl 4 rückt /', in die in Fig. 130 er pimktiert 
Ht«1fnn|( Im Kach ^4. Im Lot durch P^ in dieser Stella 
\mt itUH Fig, VM\d wieder den StQtzdrack ^j — ^-^rf^, \ 
NUN nl)Mr nicht mehr die einzige litiks vom Schnitt ai 
lulütri Krftft, Nandern m gelangt jetzt ein Teil P( dMj 
ftiflh dtrii Jdioturi % Die Grörse dieser nun in 2 um 
Ktwll. /'/ erhalt man Itiicht in der aus Fig. 130 e^ toj 
Wilwn li) Ak\x HtroRke n>\^. Man kann nun die Beitrage' 
Vimi ^ulniiii »tigrt^tifimdoti äulkuren Kräfte .4.1 und P{ \ 
Uflfl /^PNiM ^'1 iinkan titer Wuiijt} getrennt ermitteln^ und i 
)Nfilt(t*ii vnn J| gi^nuu wie für ^'l^ in der Grundstellung, 
Wtitl J'i iuMK((pn ^orif^htutf itbsolitt gedacht, verkleinernd i 
iKiil /'.)„(„ Ihi iliiv Krall /'/ in dem der Stabkraft 
iif»nu«lM>n(1tMi M(iint*ntiMuiruh|initkt '1 angreilt, m erzeugt sie 
1 it nltto HliilrhruU "';^n; »ie mufa also mit den andei 
Im Mt*hullt ihiri^h f*,,,, /i.j und T.. gatroftenen Kräften D^ 
»UWtili tiiltNt) viui Ihr hervorgerufen sind, im Gleichge]^ 
\Ht m^hllfl^inuU» Kiuftiiok ikW (Fig. 130/) drückt dies^ 
^«iVilvld iuiN \\\\\\ itarlu it)i /f«^/'|,' die durch 1\ inj 
MuKkiiift, Im unholaüteitn Kooten :^ stehen di 
l\i iK HIhI t*.i ttiiti^iiwuler im Gleichgewicht 
NttU \\\\\ /*; tw»itj* h«kannt iä^t, pr^^^^^t mi 
tfMM l»;-h«« aU l^nu'kkraft. J 
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Eine eiDfache tiod wirksame Eostrotle dloeei EräÜeplajies für ^^l 
©rbllt man aus der (berlegnug, dafs die JiOttel kraft aas der StÄbkraft irg«od 
eineß Gnrtstabea und der StQUkraft .4 = l darch deo JToraenton-Drehpaijtt 
der Gurtstab kraft gehen hiüIb. Z. B. mnrs die ]\!itt«ikraft aus U^ uod ^— i 
die Riciituiig (8 10) 9 (Fig. 130 ti) mifweisen, während in Fi^. 130^ «5 Mittel- 
kraft von t'ji=5' önd >1 = 1 istj deht man daher durch u (Fig. 130^?) eii» 
Parallele tu (8 10) 9 , sg niufa diese durch q gehen. Eine anderweite bequeme 
uod gute KoDtrolle des KrSfteplanee ergibt sich aus dem umstände, dalä nwb 
Mohr*) die Eichtangslinien der Stabkr&fte Ui, Di uäw. auf der RichtiugS' 
linie der Stiltzkraft Ä^ l im Eriiftepl&n Fig. 130^ die Strecken j>f=J = J, 
qs = 2 A = 2 usw. abBelineiden. 

Nachdem so durch den Kräfteplaa {Fig* 130^) die Strebenkräfte 
Dlt Z>2, 1>3 usw. sicher bekannt geworden sind« erbält man leicbt 
beispielsweise 

Führt nicht die Lastatellung „Pi in 4", aondern diejenige 
„P2 in *!" und Pi entsprechend vorgerückt, zu D^^^ und i>;«^,. 
so ist in den Gl. 2 A^ mit A^ (Fig. 130rf) zu vertauschen und 
sind daneben die Kräfte Z?» und /aV (Flg. 130 e) von den Ergeb- 
nissen nach Ol. 2 in Abzug zu bringen, wenn man nicht, was ein- 
facher und meistens praktisch zulässig, die .1- Linie mit liner 
entsprechend vergröfserten ersten Last P^ gezeichnet hat. 

In gleicher Weise erhält man alle übrigen Strebenkrafte. Ist 
der Fachwerkbalken symmetrisch, so genügt es, die bewegliche 
Lastengruppe einmal von links nach rechts vorrückend nach nnd 
nach für alle in der unbelasteten Gurtung zusammentretenden 
Strebenpaare in die ungünstigste Stellung zu bringen und oach 
obigem die Gröfstwerte der Strebenkräfte zu bestimmen. Sind dann 
so für die Streben />i, ll^, Dt,^ Bj und M» die gröfsten Zugkräfte, 
und für die Streben D^^ -D4, J}^^ />« ^^^ Ao ^i^ gröfsten Druck- 
kräfte bekannt geworden, so hat man damit auch die grOfsten Druck- 
kräfte von J/] , .Z>3, />5, }>i und I?.j und die gröfsten Zugkräfte 
von />2, i>4r />6f i>a and i>i(,, denn es sind die gröfsten Zug- ußd 
Druckkräfte von D^ und JD^o, D^ und JJg, D^ und D^ usw. 
einander gleich. 



*) VergL Mohr, „Abhandlungen ans dem Gebiete der Techniscbn 
Jfechamit" 190fi S. 395. 
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Ist der Fachwerktalken unsymmetrisch, so hat man die Lasteo- 
nippe noch roa linka auf den Balken rorzuschieben und nach- 
inander in die Stellungen zu bringen, welche in i>i, 1>3, JJ^^ Dj 
nd Z>y die gröfste Druckkraft und in i?2t ^h* ^ö» ^^ iind Z>io 
ie gröfate Zugkraft erzeugen. Die Gröfstwerte dieser Kräfte seibat 
nd dann mit Hülfe einer B- Linie zu ermitteln. 



/. Besondere Formen des Fachwerkträgers auf zwei 

Stützen. 




a) Parallelträger. 

Einen Fachwerkträger mit parallelen Gurtungen pflegt mau 
iTZ einen „Parallelträger" zu nennen, (Vergl. S. 236.) Die 
rmittelung der gröfsten positiven und negativen Stabkräfte eines 
arallelträgers kann im allgemeinen nach den unter in entwickelten 
egeln geschehen, läfst sich aber naturgemäfs einfacher gestalten, 

»bei anderen weniger regelmafsigen Fachwerktragerformen. 
1. Ermittelung der Gurtkräfte. 
Nach den Gl. 1 und 2 S. 233 und 234 ist für irgend einen 
tab des Untergurtes eines beliebigen Fachwerkträgers die Stabkraft 

r ==. -™ und fQr einen eolcben des Obergurtes o = — -^ . Für 

3Q Parallelträger sind die Hebelarme l„ und L der Stabkrifte für 
ie Stäbe gleich der Trägerhöhe h> Ermittelt man daher die 
[omente j¥^> und J/„ für volle Belastung des Trägers durch ein 
aileck, dessen Pol weite gleich einem Vielfachen der Trägerhöhe, 
[eich nh (mit 7* als ganzer Zahl) gewählt wird (Fig, 131&), so 
hält man beispielsweise für den Stab 1 2 des Untergurtes des 
Jielträgers (Fig. 131 a) 3l^, = n'h-i(2, und daher 



u^l 



U2 — — 7 — - = n • iw 



und ebenso für den 



:ab 2' 3' des Obergartes 



Oo=- 



n-h-u^ 



— — n ' ?<3 . 



jfst man die Momenten abschnitte u-j' und U2 mit nfach kleinerem 
räftemafsstabe, als die Lasten im Krafteck, so erhält man einfach 
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ll^ = n^, und O2 — — tu und ebenso aus demselben fftr 
laatun^ des Trägers gezeichneten Seileck alle übrigen 
der Gnrtstäbe. 

Tritt an Stelle der wechselweise nach links und i 
steigenden Wandglieder (Fig. 131«) ein Wandaystem 
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0, 
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im 



Mt 
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^Oj ^f Off 

< j ^ * 



Vi 
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ansteigenden Diagonalen and (lotrechten) Ständern (Fig. 131 
die Stabe Or, 12', 2i^ uaw. eine lotrechte Lage eione 
wird «i' = o, f/j = w2' «2 = ?^ 3 TiJäW, und demnach die 
Ui = af — Ol = L\= »1 » — Oo = C^a = "s ^sw. Die Enn 
methode bleibt dieselbe, einerlei ob es sich um gleichmäM 
Verkehrslast j oder um ein Sjatena von beweglichen S 
handelt, nur kann es unter Umständen zweckmafsig 
Falle fQr die ständige Last und für die Verkehrt 
Seileck zu zeichnen. Die Momen' »itt 

einfach zu addieren. 



i 




verhältnisgleich der Quer- 



kraft Q, und zwar für links ansteigende Streben (<>>•(>) im Vor- 
zeichen gleichstimmig, für rechts ansteigende (t^<0) ungleichstimmig 
mit Q. Die Strebenkraft T) nimmt also bei links ansteigenden 
Streben mit der Querkraft ihren grdfsten positiren und negatiren 
Wert an, wahrend bei rechts ansteigenden Streben die gröfste 
positive Strebenkraft mit der gröfaten negativen Querkraft und 
umgekehrt znaammenl^llt. I>^^ und i?«,^ können danach unmittel- 
bar aus Q^^ und Q^i^ durch Division mit sin ö gewonnen und 
letztere Werte genau wie in Bd, I S. 163 für einen Träger anf zwei 
Stützen dargelegt, ermittelt werden. 

In Fig. 132 a iflt ein Parallelträger mit wechselweise links and 

rechts ansteigenden Wandgliedern dargestellt^ dessen Belastung im 

Untergurt angreift. Die Stufenlinie 1' 2' 3' 4' 5' drückt die Slaximal- 

querkraft Qp^^^ in den einzelnen Fachen fiir eine von rechts nach 

links je bis zur Belastungsscheide ^Y derselben vorgeschobene gleich- 

mäfsige Verkehrslast p aus, während die Stufenlinie r'2"3"4"5'' 

die durch die ständige Last // f. d, m in den einzelnen Fachen erzeugte 

Querkraft Q, darstellt- Letztere ist für die linke Trägerhälfte positiv, 

fÖT die rechte negativ, und bei der zufällig gewählten ungeraden 

Zahl der Fache im mittleren gleich Null. Die schraffierte Fläche 

zBlgt die aus dem Zusammenwirken von Qp^^, und % in den einzelnen 

dachen überhaupt entstehende gröfste Querkraft Q„a*- Si^ ^^^ ^^^ 

die gezeichnete Trägerform in den ersten drei Fachen von links 

pöäitiT, im 4. und 5. negativ. Bei der in Fig. Vd2fi gezeichneten 

Stellung der Yerkehrslast entsteht im 2. Fach Q™„=^i3 + (?rf=^erf 

ed 
and gleichzeitig Ih^^ und Mmin. und zwar ist Bi^t= -r—r 

^^ ^imm= znnr^ wobei />a^fH wie d^ negativ, eine Druckkraft 



sin öl ' 



ist Ebenso erhält man im ersten und dritten Felde die Stabkräfte 
^''uin und J/a^in In den rechts ansteigenden Streben negativ- Im 
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vierten Felde dagegen ist Q,»^ = *•, q + c^ d^ 
d. b. abwärts gekehrt, negativ und daher ' 

sin 



i>4 «« = — -r-i negativ (weil ö :> ( 



i>;„^, = — ^T^ positiv (weil d, <:( 
Die entsprechenden Vorzeichen gelten auch fürj 

Fig. 132. 
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P ^m Usks pmw^%m 



S'l, so ist 1>*.^ = 

wird 2>«,.» = — =^^ 

Eogkraft). 

Bückt die \ 

iBsteB QpMiiiiin« mä mm wm4 H^ » tai b« 
IMSiür md in da A« kotes Mgttir. 

Es wird 

^^-» — ^— «O) tiw. 
ergeben sieh die OtutMkiiäi «k obtOt «nd swir vird 

Ib den Streben X'i\ i>;, />« HDd />» (liiid also di» gr^f^tiii 
kleinsten and dernnmefa soeh die möglichen SUbkr*1fle iif«fr«ttT« 
den Streben J*i, I*i^ />* and /'* dagegen alle positiv, wahren*! 
den Streben //i und />, die Voneichen der Spannkräfte wie Uäm 
Qaerkraft im Fache vj mit der Belastung wechseln. Bi«t«>h( 
Verkehrslast aas einer Grappe von f^egeno inander mivorsebn^U- 
ben Einzellasten, so kann die die Maxitnalfiuerkruit diiiüt^lUnd« 
fenÜDie dnrcb die 4 -Linie ersetzt und können die grOtkton und 
BfflDstea Stabkräfte in den Streben wie ohen dargelegt ermilteU 
den. An Stelle dea Äbachnittes cd tritt die botreflVnde Oiiiinito 
l -Linie im Knotenlot rechts vom durehachniltenen Fiioh, 
Ersetzen wir wieder die wecbselwei^e nach links iinil roeht« 
elf enden Streben (Fig, 132*f) durch ein Wandsysiteiu mit Unk:) 
steigenden Diagonalen und (lötrechten) Ständern, indoiu wir die 
r^eneigten Streben 01^, 12*, 2ä^, 34^ und 4f? in die lotreelite 
iiellang (Fig. 132 (r) übergeben, d, = — 00*' werden lawen, bo dafu 
fachwerk die Form Ol' 5*5 annimmt, so wird im zweiten Kaeb 



sin dj ^ — 1 



r^t TT ._ ^mitt ; 



ebenso fBr alle übrigen Felder die gröfste negative Stabkraft V 
Jer Ständer glmch der negativ genommenen gröfsten Querkraft ^«. 
hält man die in Fig. 132 a gewählte Fachteilung bei, so wird die 
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Neigung ö der Diagonaleo in Fig. 132 1^ entapreehend flacher, die 
Stabkräfte in denselben {vergl./*' Fig. 132 fr) entsprechend grOfser, 
die Vorzeichen der gröfsten uod kleinsten Stabkräfte aber bJelbeu 
in allen Wandgliedern ungeändert. Die Strebenkräfte UxmoM nad 
I>i,«i«, />2«i« und Di „in, sowie i>a«..„ sind positiv, I>$„in abar, 
sowie M,„„j und />W(f„, />6,„a* und />&„,i„ sind negativ, während 
die Ständerkräfte Fi^^^ und Vm,^, V-i,ni^ und F^.,,« und Fa«^. 
negativ, Fa«.^^, F,^,„, F4™.,*, Fs^i« und F^,.« aber positiv sind 
Wollte man den Träger daher in der unsymmetrischen Form Or.75 
wirklich ausführen, wogegen au Hich nichts einzuwenden sein wirde, 
so könnten die Streben i>, und Dj und die Ständer F4 und F5, welche 
nur Zugkräfte zu leisten haben würden» als sog. schlaffe (nicht knitk- 
feste) Wandglieder auageführt werden, die Diagonalen D^ und b-, 
aber und die Ständer Fj und T'2, welche nur Druckkräfte zu leisten, 
sowie die Diagonale' 7^3 und der Ständer F^, welche je nach der 
Stellung der Verkehrslast Zug- und Druckkräfte aufzunehmen haben, 
mflfsten knickfeste Formen erhalten. Verlangt man, dafs die Diago- 
nalen nur Zugkräfte zu leisten haben, so läiät sich dieser Zweck 
erreichen, wenn man den Diagonalen D4 und />•, anstatt der Eieb- 
tungen 4 4' und 5o' die Hichtungen ü5' und 4 0' gibt und gleich- 
zeitig die Stäbe 5'(>', hiV und im dritten Fach die Diagonale $'^' 
(Gegendiagonale) hinzufügt. 

Die Diagonalen D^ und A erhalten damit statt dor Neigung 
+ Ö eine solche — ö und gleichzeitig die Ständer statt der Neigung 
— 90^ die + 90"» was eine Umkehrung der Vorzeichen ihrer Sfeib- 
kräfte im Gefolge bat Im llittelfach hat jetzt die Diagonale 33' 
die aufwärts gerichtete Querkraft iiz,„a.r. aufzunehmen und dabei mt 



positive Stabkraft D^,, 



sind 



zu leisten, die Diagonale 2 4' aber 



hat die abwärts gekehrte negative Qaerkraft Qa,«;« aufzunehmea apd 

dabei die gleichfalls positive Stabkraft n'i^^=~^ (ö^<zG) ^ 

sin öj 

leisten. 

Eine aufwärts g^ekehrte Querkraft würde Dämlich das Reclxftck 23'4'^ 
des MittelfachöB iia (li© fmofetiert aagedeutete Form eines Parallelo^oniKS W 
versdnieben streben. Die dabei angestrebte Vergröfseruug der Entfernuflg ^r 
PuDkte 3 und 3' voneSüaiider katin die „schlaffe" (nur zugfeste) DiAgonaleä^' 
Ter hindern, während die gleichfalls „schlaffe" Diagonale 2 4' geg-enüber dw 
gleichzeitig angestrebten Näherung der Punkte 2 und 4' nuwirkBant bkitt 



IV b. Der parabaUsclie Fin^merktruger, 

Das Umgekelute findet beim Anftreten einer abwärts gekehrten Qaerkraft im 
Mittelfelde statt Von den beiileti schlaffen GegeDiJiagonalen 3 3' uad '2 4'' 
ist also jeweils nur e i d e statisch wirksaro, ao dafs, wemagleicli d&& Fachwert 
mt beiden GegeDiüagongilen eiD«n Stab zuviel hat^ am statiscli beatimmt zu 
seiD, die statische Bestimmtheit dennoch besteht, weil stets eio Stab 
Dllwirksam ist. 

^ft Das Erfordernis von Qegendiagonäleti im Mittelfach ist also 
^Bine Folge des mit der Stelluog der Verkehrslaat wechselnden 
^^ichtungssinnes der Querkraft Bei Parallelträgern mit einer 
1 gröfseren Zahl von Fachen oder verhältniamäfsig grofaer Verkehrs* 
' last kann der Hieb tungawecb sei der Querkratt sich auf mehrere 
Fache in der Trigermitte erstrecken, die dann bei Anwendung schlaffer 
^Diagonalen alle Oegendiagonalen erhalten müssen. 

^1 b) Der parabolische Fachwerkträger. 

^^ Die Bedingung, dafs hei einem einfachen Fachwerkträger dessen 
Wandsyatem aus Ständern und Diagonalen besteht, die Stabkräfte 
in letzteren für volle gleichmafsig verteilte Belastung durchweg 
gleich Null werden, führt zu einer Trägerform, deren Höhen in den 
Ständerlotreehten gemessen, sich mit der Entfernung von den Auf- 
lagern nach parabolischem Gesetz ändern, deren G Ortungen abo 
Sehnenvielecke in Parabeln sind. Aus Gl. 6 S. 236 folgt nämlich 
mit D^O 

ha hu 
d, h. die Trägerhohe mufa verhältniagleich sein dem Moment an be- 
treffender Stelle. Sind nun M^^i und h^ das Moment und die Träger- 
höhe in der Trägermitte, M^ und h^ deagl, in irgend einem Ständer- 



i) 



8 



lot im Abstände .1; ron einer Endstnize, so ist Jfn — 

/y fV* ff ^^ -yjk 

^x—- — ^'~ ^^^ demnach, wenn man in Gl, 1 J/^ mit J/^, J/, 

mit Jtfm, ho mit h^ und ä„ mit ä^ vertauscht and die entstehende 
Gleichung für h^ l&st 

GL 2 drückt die Form eines Parahelträgers von der Höhe 
X und der Stützweite l aus. (Vergl. GL 1 S. 211 für den Voll- 
wandträger mit stetig gekrümmten Gurtungen, sowie Keck, Meck I 
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3. Aufl. S, 209). Die gröfsten Gurtstab kräfte flSr volle Belastung 
erhält man leicht aus der Erwägunge dafs die Gurtungon die 
Gleichgewichtsform einer GelenkatangBoverbindung^ für die gegebene 
Belastung darstellen and die wagerechte Seitenkraft aller Gartkräfte 

daher 1^=^-^— ist. Für den Obergurt ist demnaeb die Stabkrafl 

selbst in irgend einem Stabe 

B) On 

und für den Untergurt 

3 a) r/„ 



H 



C03 V„ 



(vergl. S. 212). 



Im Übrigen findet bezüglich der Gurtstabkrafte das auf S. 212 

fttr den Voll wandträger gesagte sinngemäfse Auwendnng. Geometrisch 

kann die Bestim- 

Fi? 133 
mung derselben in ^" 

der in Fig. 133 an- 
gedeuteten Weise 
geschehen; indem 
man durch den einen 

Endpunkt einer 
wagerechten Strecke 
(n = H Parallelen 
zu den Gurtstäben 
zieht bis zum Schnitt 
mit der Lotrechten 
durch 1, 

Der Punkt 

ist dann zugleich Pol der Seilecke, welche die Gleichgewichtsform 
der Gurtungen ausdrücken. 

Die Streben sind für einseitige Belastung zu be- 
rechnen. Da nun beim parabolischen Vollwandträger 



m 



min 



= ±^4r (ä-S. 213}. 



SO werden (bei nur einer Strebe in jedem Fache) sämtliche Streben 
abwechselnd gleich stark auf Zug und auf Druck beansprucht. 

Für die stärkste Strebenkraft läfst sich eine Formel von 
gleicher Einfachheit mit der Formel für Y ableiten, wenn die 



IVb. Der paraboiigehf fiu^iteii:tr4fer, 

emseiüge Belaatns^ in der aof S. 271 iL f. bespracfaenen We^ d. L so 
aogeDOmmeii wirdt dafe die Last p von B 
aus nur bis an das durchscliiiitteoe Fach ^^' ***■ 

1^ vorgeschoben und am Vorderende der 
jBsi eine ELnzeUast ^hpÄ hinzugefügt 
wird (Fig. IM). Für diesen Belastnngafall 
I erbalten wir nuQ J>«j Dach der GL 6 
236 zu 




Es ist nun A=p 









p/'l — X _ l^X 



'21 



M, A,v 



' 2 
Axl^ 



l 



'^ 21 
AP 



(f-^ + ^). 



und ebenso (indem man l — .r mit l — « + >* rertansclit) 
M, AP 



mitbio 






Setzt man bierin den Wert fllr A ein, so folgt nach geeigneter 

Zosammendebang : 

'd h, mit der Facblänge x verhältnisgleicb. Nennt man aber die 
XäDge der Strebe d, so ist cos d = Aul, und fs wird 






und 



pl d 

8 n«- 

D. h. die größten Strebenkräfte sind mit den Längen der Streben 

verhältnisgleich. 

Wm man nur Zngstreben haben, so müssen in allen Fachen 
gekreuzte Streben angebracht werden, deren stärkste Zugkräfte 
dann sämtlich nach GL 1 zu berecbaen sind. 

kDie absolut genommen grOfsten Ständerkräfle, welche Drnck- 
fte und daher mit V^^n zti bezeichnen sind, lassen sick uidbJt 
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3- Aufl. S. 209). Die gr^fiteo Oartstabkräfte flir voUe Belastung 
erhält man leicht ans der Erwägung, dafs die Gartungen die 
Gleichgewicbtsform einer Gelen kstangenverbinduog für die gegebene 
Belastung darstellen und die wagerechte Seiteakraft aller Gnrtkrüfti 



daher i/=#^ 



l^ 



ist. Für den Obergart ist demnach die Stabkraft 
seilet in irgend einem Stabe 

und für den Untergurt 



H 

C036J„ 



3a) 



r«-= 



u 



C03 '»'„ 



(vergl. S, 212). 



J^t 



Im Übrigen findet bezüglich der Gurtstabkräfte dag auf S. 21t ' 
für den Voll wand träger gesagte sinngemäfse Anwendang* Geometrisch 
kann die Bestim- 
mung derselben m 
der in Fig. 133 an- 
gedeuteten Weise 
geschehen, indem 
man durch den einen 

Endpunkt einer 
wagerechten Strecke 
01 = H Parallelen 
zu den Gurtstäben 
zieht bia zum Schnitt 
mit der Lotrechten 
durch 1. 

Der Punkt 

ist dann zugleich Pol der Seilecke, welche die Gleichgewichts form 
der Gurtungen ausdrücken. 

Die Streben sind für einseitige Belastung zu be- 
rechnen. Da nun beim parabolischen Vollwandträger 

^ (8, S. 21 3J, 



i 



m 



^i 



Y =±^ 

tnfn ö Am 



SO werden (bei nur einer Strebe in jedem Fache) sämtliche Streben 
abwechselnd gleich stark auf Zug und auf Druck beansprucht 

Für die stärkste Strebenkraffc läfst sich eine Formel von 
gleicher Einfachheit mit der Formel für Y ableiten, wenn di« 



IVb. 3er pärabcii«^ fm d mtrk tr Sgfr. 
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rifr m. 



41 



-i 



nnseitige Belaatong io der aaf S. 271 a. f. beaprocheneD Wtise^ d. h, io 

Dgeaomniea wird, dafs die Last p toq B 

nar bis an das durchschnittene Fach 

orgescttobeD and am Vorderende der 

ist eine KiDzellast ^hpÄ hinzagefQgt 

^d (Fig. IB-I^;. Für diesen Belasttuigafall 

rerhalten wir oun D^^ nach der Gl. ö 

2S6 za 



.-_/^« — 









l 



A,v 



AP 



ebenso (indem man l^.v mit l — je-\-^ Tertauscht) 



"4A,(;-:r + ^)' 



BithiD 



J>- 






zt man hierin den Wert fftr A eint ao folgt nach geeigneter 
sammenziehang ; 

Dn^x cos ö =^ Jy- i , 

h. mit der Fachlänge /. verhäUnisgleich. Nennt man aber die 
Inge der Strebe d^ 30 ist Q.m^ = Md^ and ea wird 



jp,« 



ö Wim 



ntitt 



D. h- die gröfeten Strebenkräftö sind mit den Längen der Streben 
Terbältnisgleicb. 

Wül man nur Zugstreben haben, so müssen in allen Fachen 
gekreuzte Streben angebracht werden, deren stärkste Zugkräfte 
dann sämtlich nach Gl. 1 2U berechnen sind. 

Die absolut genommen grOfsten Ständer krafte, welche DrneJr- 
ikräfte und daher mit K.<„ zu bezeichnen sind, lassen sieh niciit 
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HierzQ kommt nocli der Beitrag 4er ständigeti Last g^ der 
bei der hier vorausgesetzten Belastung des Obergurtes in einer 

Droekkraft ^ besteht, welchen Lastanteil jeder Ständer auf den 

Untergurt zu übertragen bat. 

Ist der Träger ein Bogensehnentriger (Fig. 135 c) mit be* 
lastetem Untergurt, so ist, um ^2,«;,, berbeizuführen, die Verkehra- 
last p bis zum Knoten 5 vorzuaehieben. Ea wird daou 



21 



und 



Nach der Fig. 134c ist jetzt a = Aj — cd und, da wegen Älm- 



lichkeit der Dreiecke cd2' und IV 2' c<;=«2'-j- 



.(A,-A,)| 



12) 






Mit den oben vermerkten Werten för A, und Ju wird 7 «=~ — - 

fi2 l—a 
und somit nach Gl. 11 



13) 






Daa erste Glied wird wieder dnrch die Sei lecks ordinale rq 
(Fig. 1356) ausgedrückt Das zweite von x unabhängige Glied 
entsteht aus dem ersten mit w — X^ iat also gleich der Seileeks- 
Ordinate vw im ersten« bezw. letzten Ständerlot Zieht man daher 
durch 11} eine Wagerechte, so schneiden diese nnd das SeiJeek auf 
den Ständerloten die gröfaten Ständerdruckkräfte r,„„, ab. 

Die Beitrage der ständigen Last y bestehen hier für jeden 
Ständer in einer Zugkraft tjÄ, welchen Lastanteil jeder Ständer aaf 
den Obergurt überträgt. 

In der linken Hälfte der Fig, 135 & sind die gröfsten Ständer- 
kräfte des symmetrischen Linsenträgers, in der rechten die des 
symmetrischen Bogensehnenträgers dargestellt. 

Wird der Linsenträger im Untergurt belastet, so ergibt eice 

bezügliche Untersuchung, dafs der Punkt n in Fig. 1346 um -^ 
unter m liegt, das zweite Glied in Gl, 9 negativ ausfallt, 

Ist der Träger ein Pischbauchträger, dessen gerader Obergiirt 
belastet ist, so wird das zweite Glied in Gl, IB positiv, und in 



'thtc^dier^ache fTiSpermtm^ej^roff^ 



Fig, 1356 schneiden eine Wagerechte im Abstände tnv — — >p 

oberhalb der Geraden mk uod die Seillinie mlk auf den Ständer- 
loten die grUsim Ständerkräfte ab.*) 

Auf die Ermittelung der Stabkrifte F^«, welche, sofern sie 
Druckkräfte sind, kleiner ausfallen als die Fwi», soll hier nicht 
eiogegangen werden, weil sie für die Abmessungen der Ständer 
meiät nicht in Frage kommen. 

^" c) D*p Schwedler'sche (hyperbolische) Träger. 

I Beim parabolischen Fach werke »ind die Streb enkräfte 30 klein 

,wie möglich; zugleich sind, wenn Druckstreben ausgeschlossen 
werden, in allen Fachen gekreuzte Zugstreben erforderlich» Der 
jetzt zu behandelnde Balken erf&Ut die Bedingung, dafs in allen 
Streben nur Zagkräfte entstehen und diese so klein wie möglich 
ausfallen. Diese Bedingung lautet offenbar, wenn man nur eine 
Strebe in jedem Fache aicb denkt, 

1) l>ful^ = 0, 

weil dadurch ein negatives 2>, welches eine Gegenstrebe ver- 
anlassen würde, gerade noch vermieden wird. Die interessanten Eigen- 
schaften dieser vom weil Wirkl. Geh. Oberbaurat Schwedler (Berlin) 
erdachten Balkenform sind am Ilaraten zu überblicken, wenn man sie 
nicht an dem anstetigen Faehwerke, sondern an einem stetigen 
Vollwandträger entwickelt; die entsprechende Bedingung heifst dann 

2) F,„i..-0. 

Man denke sich zunächst einen VoUwandträger beliebiger (noch 
unbestimmter) Gurtformj führe im Abstände x von A einen Schnitt, 
lege Tangenten an die Schnittstellen der Gurten, welche sich in 
L, in einem Abstände tv von 

A, schneiden mögen. Die in Fig. 136. 

Fig. 136 angedeutete einseitige 
Belatuug ist nach S. 212 die- ^^.'- 
jenige, welche y„,j>, entspricht. *^ 
Soll nun dieses Y,„in = sein, ^+/*)' 

so wird die Momentenaumme 
der inneren Kräfte am linksseitigen Abschnitt in Bezug auf L 

*} VergL Müller- Breslau, Grapk Statik 3. Atifl. S. 294. 



f^lfr 



290 y^^«r . 



Mtt. Elagtmmimd 



gleich Nullt so dafs die äufeeren Kräfte A und (ff-\-p)<x! ebenfalls 
die Momentensumme Null liefern müasen; oder die resultierende 
äufsere Kraft E mufa durch den Drehpunkt L gehen. (Würde R 
rechts von L bleiben, so entstände ein positives F«.,,, nnd um- 
gekehrt.) Ba ergibt sich hiernach die Gleichung 



Nun ist aber 






führt man am ein nnd setzt noch zur Abkürzung das Laatverhilinij 

so ergibt die Auflösung nach if*i 

4) ..._ {l'hn)^H 



M'^ 



n{P—2la!) — w^* 
Der Abstand des Drehpunktes L von der Schnittstelle wird d&mi 



W^iC=^ 



/,?- — «/ .r^ -j- nPae^-x^ a;{l — j-) (,r -f « ^} 



n{n—2lj^ — ^ 



n{l^-2U) — 3!^' 



Um daraus die Trägerform zu finden, lasse man an der Schnitt- 
stelle iv um die wachsen, dann wächst die Trägerh5he /* daselbst 
um dk. Bei C entsteht ein kleines rechtwinkliges Dreieck mit 
den Katheten dj: und dh^ welches ähnlich ist dem grofsen Dreiecke 
LCI), Daher wird 

dk^ dx ^ wp-2?3')-j.'^ ^ 
h w-^-x X {l — 3s}{x-\-nl) 
Behufs der Integration dieser Differentialfunktion des Schwedler- 
Trägers mufs die rechte Seite in Teilbrüche zerlegt werden, wonach 
man erhält 

dh dw dm dx 






mithin 
oder 



Führt man zur Beseitigung der iDtegraiionskonstanten die Träge^ 
höhe hsi in der Mitte ein (,^=73?; h = h^), so erhalt man leicht 

1 



5) 



h> 



4ft„ 



: + n 



x(l — x} 



+ » 



IVc, Der Schnedlefsehe (h^erboliachej Träger, 
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ibltfl der letzte Bruch auf der rechten Seite, so wäre Gl. 5 die 
LeichüDg des parabolischen Trägers (S* 283). Da nun 



.1 m 



1: 



ist die nach Gl. 5 berechnete Trägerhdhe links von der Mitte 

■öfBer, rechts aber kleiner als die des entsprechenden parabolischen 
*äger3. Einem der Gurte kann man beliebige Form geben; den 
sherigen Äusführnngeti entsprechend, mOge der Untergurt gerade 
swählt werden, so dafa dann GL 5 ohne weiteres die Gleichung 
19 Obergurtes ist. 

Nach vorstehenden Bemerkungen ist die nach Gl. 5 bestimmte 
ragerform unsymmetrisch znr Trägermitte. Die Höhe Am in <ier 
itte ist daher nicht die gröfstet Tielmehr liegt diese auf der 
ikaseitigen Hälfte, um ihre Lage zu finden, setze man dh:da! = 
1er 

0-(| + «)(?-22;)-.^(/-^)|, 
ieser Gl. entspricht ein Wert .t — x^^ wo 

Dieser Wert wurde schon Bd. I S. 162 für diejenige Stelle 
jfunden, an welcher Q^^uin—O ist, wo also beim Paralleiträger 
e kleinste Wandscherkraft F„(„ = sein .würde. Auch dnrch 
nfache Überlegung findet man, dafs an dieser Stelle die grOlste 
öhe des Schwedler-Trägers Hegen mufs; Für £c — .v^ trifft nämlich 
ir Umstand (l';„,rt = 0} beim Parallel träger zu, welcher beim 
jhwedler-Träger durchweg gilt; es mnfs daher an dieser Stelle 
jr letztere Träger mit dem Paralleiträger übereinstimmen, d. h. 
ine Gurten müssen hier ebenfalls parallel sein. 

Setzt man den Wert ä; = Xt, nach Gl, 6 in Gl 5 ein» so ent- 
ehr; nach geeigneter Zusammenziehung 
) A„.« = 4 A^ [ 1/2 + «) (1 + 2 H - 2 VITF^) . 

Ordnet man Gl. 5 nach Potenzen von x* und A, so erhält man 

ies ist für endliche Werte von n die Gleifhung einer Hyperbel, 
eil (2 + 4«}A.„.-0-V*^'<0- 
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Die elae Asytuptot? dere«tbeti steM lotreclit und liegt am nt Uaks tod 
der Spannweite; die EWejt« Asymptote schneidet die SpRnnweite AB=l 
in eioeiD Abstände nl recht« von B und inAi die erste Aajrmptote in der 
Höbe 2h,„{l +2«)», 

In dem Gesetze des hyperboHschea Trägers sind der Pambel- 
und der Dreiecksträger als Sonderfälle entbältett: 

1) Für n = <f^p=oo, also p/ff = wird Gl 5 zu 

d. L zar Gleichung des parabolisclieD Trägers; die grOfste E6h 
liegt nun in der Mitte, ea wird k,^^ = ^m- ^^^ Ausdruck 
(— w + V^« + n-) in Gl. G wird nämlich für n = <» an Vs .) 
Dieser Übergang zum parabolischen Träger folgt anch aus einfacher 
Überlegung ohne jede Rechnung. Wird nämlich P'g — Q, ver* 
schwindet also die bewegliche Last p gegen die ständige Belaatmig 
g^ so ist eJDseitig© Belastung mit j> links vom Schnitt überein- 
stimmend mit nur ständiger Belastung der ganten Spannweite, und 
der Bedingung F=0 für diesen Belastungsfall entspricht ja be^ 
kanntlich der parabolische TrSger (S. 210). Je grörser n wird, je 
mehr die ständige Belastung gegen die bewegliche überwiegt (bei 
greiser Spannweite), desto mehr nähert sich die Hyperbel der Gl. h 
einer Parabel, desto näher rückt die Stelle der gröfaten Trügerhöhe 
der Mitte der Spannweite. 

2) Ist dagegen (bei sehr kleiner Spannweite) n = i//p = 0^ m 
wird Gl." Ö zu 

Fig. 137, 



h = 2h^ 







dargestellt darch Fig. 137. 

Die Gurten haben hei nngünstigster (voller) Belastung mit 
g-\-p — q das Moment Vs-Z^l?-^^) aufzunehmen. Für die grofste 
wagerechte Seitenkraft der Gurten M= V= Oqobüj gilt daher 

Bh oder H^Hl-^)'^^^=^'/,ix(l~x); 



8) 



gibt if = U= cos a> = ^^ T-- — . 




Die WaudscherkrafI erreicht ihren gröf&ten Wert F«,«,, wenn, 
'anfser standiger Belastung der ganzen Spannweite, das Stück / — a? 
rechts vom Schnitte noch mit p belastet ist. Dieses Y,,,^,^ könnte 
man anmittelbar bere^ihtien mittels der MomentenglelchuDg in Be- 
zug auf den Drehpunkt X, dessen Lage ja mit Hälfe der Gl. 4 
(S. 290) bekannt ist Die Bechnung wird aber vereinfacht durch 
folgende Betrachtung: 

Für jede Belastung gilt (nach Öl. 4 S. 208): 



F=A- 



d.v 



f=- 



Nun ist für Belastung der ganzen Spannweite mit p (nach GL 8 S. 292) 

^_ p ?3 x/i 4- n 

also J^i\ 

dx ^A^Va-fn' 
mithin die Wandscherkraft für diese Belastnngsart 

9) • --^' '■ 



^f 4/<„. l + 2rt- 



to 



Es setzt sich aber y„,^ zusammen aus Z, (entsprechend nur 
ständiger Belastung) und dem Einflüsse der einseitigen Belastung 
rechts mit p, was wir achreiben wollen 

^««.^Iv+iVp. Ebenso ist 

insofern die kleinste Wandscherkraft (deren Gröfse ja Null) aus 
Y^g und dem Einflüsse einer einseitigen Belastung links mit p 
mtsteht. Zählt man beide Gleichungen zusammea, ao mu4 (^fc\V 
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y^rF+ Yip einer Belastuag der ganzen Spannweite mit p ent- 
spricht, also gleich Yp ist) 

F™.. - 2 y, + Fp = Yp {2glp -f 1) = r,(2 « -1- 1) 
oder mit Hülfe von Gl. 9: 

10) i^,^=.^^(2„ + l) = ^^iL. 

4 /(^ 1 + 2 n. '4 A^ 

Hiemach ist, wie beim parabolischen Träger (S. 213) die grflfste 
Wandacherkraft nur von p, nicht von p, abhängig and ebenfalls 
T6rhältni9gleich mit der Trägerhöhe /* an der betreffenden Schnitt- 
stelle. Während die Wand 9 eher kraft beim parabolischen Träger 

zwischen —-,77 ^^^ ^* ^ V~ schwankt, bewegt sie sich beim 

hyperbolischen Träger zwischen und ^t^. 

Der Schwedler'sche Fachwerkbalken. Es ist nnii aas dem 

hyperbolischen Vollwandträger der Bedingung F„i„=0 der eigentliche, 
in Fachwerk aasgebildete Schwedler* Träger mit der Bedingung 
Z>wfn = abzuleiten. Geht man dabei von ständiger Last ß und 
beweglicher Last p aus, welche durch Zwischenträger auf die Knoten- 
punkte eines Ständerfachwtrks übertragen werden und schiebt mim 
bei einseitiger Belastung wiederum, wie in Fig. 134 S. 285 dar- 
gestellt, die Last nur bis an das durchschnittene Fach vor, indem 
man aber gleichzeitig am Vorderende der Laat eine Einzelkraft 
^/ip^^ hinzufügt, so zeigt sich, dafs die Gleichungen des hyper- 
bolischen Trägers nicht nur annähernd, sondern genau auf des 
Fachwerk übertragen werden können. 

Tn Fig. 13d ist diejenige Belastungsart gezeichnet^ welche dem 
kleinsten Werte D„u>i der durch- pj^ J39 

schnittenen Strebe in einem beliebigen ija 

Fache entsprechen würde. Es ist 
dann das Moment infolge der stän- 
digen Belastung ff 

bei w: M^=^l^ffw{l — m) 

bei ^ + i? M^^^ = y2ff{w^X]{l-x-^), 

Durch die bewegliche Last allein entsteht der rechtsseitige Äuf- 
lagerdruck 

_p^^'^,p^ .:r __p ♦37(^7 + i) 




f~— t-vL" 



J 



riH 



JF<J, Dar Sckii^edler'schs (hyperbolische) Trüger. 
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Infolge beider Belastangen wird nun f^t den tmteren Endpunkt 
der Strebe 

jind für ihren oberen Endpunkt 

(M\ _ B{l — x)^'^(2gx{l — x) 

\h}~ h 

renn /* und h^ die Trägerhöhen zu beiden Seiten des durch - 
schnittenen Faches sind. Nach der Bedingung des Schwedler- 
Trägers soll nun D^in = sein, also auch nach Gl. 6 S. 236 



P..cos. = (f)-(f)=0. 



a:{l^x)yn + '^'^-^j 



iarana folgt mit Hülfe der vorhergehenden Gleichungen 

"Öder nach Einführung dea Wertes von B und nach Zuaammenziehung 
^k A _(^_±i) C^.- ^ — ^^) [n + m 

80 ergibt sich dasselbe. Daher kann Gl. 5 zur Berechnung der 
einzelnen Ständerhöhen des Trägers benutzt werden; der Ohergurt 
wird dann ein Sehnen vieleek der Hyperbel. 

Die grttfste Kraft der Streben l>,«a* finden wir nach dem 
Vorgange der Berechnung von Y^^ (Gl. 10). Für Belastung der 
ganzen Spannweite mit p ist nach Öl. 8 (S. 292) 

I -^ JT^i^ x + nl 



Dieser Bedingung niufs der Fachwerkbalken entsprechen, damit 
-«iji = sei. Berechnet man aber /( und Ai aus Gl. 5 (S. 290), 



f)— 



daraus -r = ^V^ ~TTT^^ — T » ^^t^^ 
_pl ' 



oder 



J0,= 



4(2«.+ 1) h. 



wenn d die Länge der Strebe. 
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Nun iat 









11) 



B„,a. = 2 Z>^ + JJ^ = i>p ^2 « + 1 ) , folglich 



i>. 



Fig. 141. 



d. b, die grö&ten Strebenkräfte sind mit den Strebenläogeö m- 

baltnisgleicL (Fftr Lokoinotiv- 

Belaatung werden die Form- und 

Spannungs Verhältnisse verwicli elter,) ^...w::?^T7l/!\r^\r^>^ 

S)ruim«tris€ke Äuordaun;; des 
Balkens, Durch obige flerleitung 
haben wir einen zm Mitte unsym- 
metrischen Balken erbalten, dessen 
Zugstrehen sämtlich nach rechts ab- 
fallen. Daraus lassen sich nun £wei 
verschiedene symmetrische Formen 
ableiten, indem man entweder die 
lintsseilige oder die rechtsseitige 
Hälfte symmetrisch wiederholt. Bei Fig. 141 liegt der Obergurt 
ganz oberhalb einer Parabel der Pfeilböhe Apj, weshalb di^ 
wagereehte Gurtkraft naüh den Auflagern hin abnimmt und 'L'^%^ 
streben nach der Mitte abfallen müssen, während bei Fig, 140 d»- • 
Gegenteil stattfindet Letztere Anordnung wird nicht benut?-t, we^ 
die Gurten nach den Auflagern hin zu schwer werden. Aber mC^ 
die Anordnung nach Fig. 141 hat man ihrer unschönen Form wege." * 
nicht ausgeführt, sondern hat in dem mittleren Teile» in welche«:^ 
die Gurten nach der Mitte zu sich senken müfsten, das Mittelstöc - 
eines Parallel trägers eingelegt Dadurch sind nun fQr dleai^ 
eingeschobene Stück die kennzeichnenden Eigenschaften des bypsi^ 
boliaehen Trägers aufgegeben und in demselben gekreuzte Zugstreb^ 
oder knicksichere Streben erforderlich geworden (Fig, 142}. 
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d) Der Halbparabelträger (abgestumpfter Parabelträger). 

In den vorstehenden Kapiteln wurden die Eigenschaft- 
einiger bemerkenswerten Trägerformen behandelt; jedoch sind 3^* 
artige Untersuchungen für die Berechnung bestimmter Beisi^j 
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kelneBweg9 immer erforderlich, vielmehr kann diöee leicht unmittelbar 
mit Hülfe der entwickelten Metboden erfolgen, wenn die Trägerform 
gegeben ist. 

In folgendem soll heiapielsweiBe ein Halbpambelträger berechnet 
vrerden^ d. i. ein Träger mit parabolisch geknicktem Obergurt, der 
an den Enden nicht die Höhe Null, sondern eine bestimmte Höhe h^ 
aufweist. Die Spannweite sei durch Ständer in beispielsweise 8 Fache 
geteilt (Fig. 143), dann ist, wenn man die unteren Knotenpunkte 
mit bis S numeriert, Aj pj^ i43 

die gröfste Trägerhöhe, und w, 



in einem Abstände .r vom Ac fj>J^Nj >v N, ' 

IlTtVAn Anflarror rnU. für O 1 t 3 l 



linken Auflager gilt für 

die Trägerhöhe h^ nach der Parabel-Gleichung die Formel 

1) 



,,^/, = i%;^,(,-^). 



> 



Wir wählen nun die Fachlän^e / zur Einheit, 80 dafa / — 8 wird, 
Qüd nehmen noch A4 = / = 1 und Äo = V? an, so dafa die Träger- 
ftrm nun ganz bestimmt ist; dann wiid nach GL 1 

'^Jä X natürlich nur die Werte ganzer Zahlen 1, 2, 3 haben kann. 

Da die Fachlänge = 1, so wird tgdi=A^, tg dg = A^ usf. 
^nso wird ig w, = Aj — h^ usf., und alle zunächst wichtigen 
*5rsenverhältnis3e finden sich in folgender Tabelle: 



ti ^,-1 = 0,71875 

28 
tgJ, -=3^ = 0,96875 



;ii-A„ = tgfii,=— = 0,31875 



ftj - Aj = tg 0*^ = — = 0, 15620 



K - h = tg ü*, = ^ = 0,09375 



Ä,-A, = tg*^4 = 32 -0,03 m 



-p=- 0,0625 



-^ = -0.0625 



'^ = -0,0625 



^tg(?,= l,0 

*^ die iwaiten Difforiinzeo durchweg denaelbeo Wort — 0,0625 huban, rflhrt 
■*■ der Parabel geatalt des Obörgürts her. 

Jeder mittlere Knotenpunkt des Untergurts trage eine ständige 
^-^t r/, eine bewegliche Last P, und zwar sei G—^i'^P^ alsö 
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G = Ve (<? + P)^ P^ Ve (Ö +P) . (Belastungen der Enotenponkte 
i\ Uiid 8 werden unmittfilbar von den Auflagern aufgenozDinen.) 

Da der Halbparabelträger eine Mittolform zwiachen Parallel- and 
Parabel balken ist, 30 mufs für volle Belastung die wagerechte Krall 
der Gurten nach den Enden hin abnehmen, nur nicht so stark wii 
beim Parallel träger. Es sollen nur Zug streben angeordnet werdflo, 
diese müssen vorwiegend nach der Mitte abfallen, doch wird m^ 
gewisse Zahl von Mittel fachen auch Gegenstreben erfordern. Damit 
aber diese letzteren die Übersicht nicht stören, nimmt man bei der 
Berechnung zunächst nur nach rechts fallende Streben an, untersucht, 
nach rechts fortschreitend, wie weit man für diese noch positiTe 
Spannkräfte bekommt, und läfst sie darüber hinaus fort; die 80_ 
berechnete Strehenschar wird dann symmetrisch wiederholt 

Die (üartkräfte werden fQr volle Belastung aller 7 Lastpunkte 
mit G •¥ P berechnet, wobei jeder Auf lagerdruck V^ [^ + ^) 
beträgt. Um beispielsweise U^ im dritten 
Fache des Untergurts zu berechnen (Fig. 144 , 
fahrt man einen Schnitt tt und wählt den 
Schnittpunkt A' der beiden mitgetroffenen 
Stäbe O. und />j zum Drehpunkte, so dafs 
letztere keine Momente erhalten. Dann hat 
man die Momentengleichung 

3) = - U, h, + Vs {Ö + P) ' 2 -- (»^ + P) • 1 , 

also, weil /i2 = 0,875, 



4) 



U,= 



0,875 



(O + P) ^ 6,857 (Ö+P). 




Zur Berechnung desjenigen Stabes O^ des Ohergurts, welcher mit 
U.^ zwischen denselben Hauptstreben liegt, ist der untere Knoten- 
punkt 2 als Drehpunkt zu erwählen; in Bezug auf diesen ist aber 
das Biegungsmoment das gleiche, wie bezüglich d^ Punktes K, 
so dafs auch das Widerstandsmoment denselben Wert haben mufs- 
Der Hebelarm von O^ ist aber Aocost^jj, die Drehuogsrichtung einer 
Zugkraft 0^ rechts hemm, während U-^ links drehte, mithin wird 
O2 cos cl>3 Ji2 = — U^ /«2 oder 0^ = — Ü2 sec ctt^ . Nun ist sec (i>2 das 
Verhältnis der Länge des Obergurtstückes zur Länge seiner wage- 
rechten Projektion, daher aas einer sorgfältigen Zeichnung leicht ahm- 
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reifen ; jedoch kann man anch aec w^ = V^l-f tg^ cj^ = ^1 + 0,15625' 
= 1 »Ol 154 berechnen und erhält Oj = — 6,936 (Ö+P). 

■ Ftif alle Gnrtalüclce bis znr Mitte erhält m&ii in gleicher Weiae : 



173= 6,857 (Ö + P) 
ET^= 7,742 (ff + P) 



Ol =-4,983 (ff +P) 
0^ =^ 6,936 (G+P) 
0, = ^ 7,776 (Ö+P) 
0^^ ^8,004 (ff + P)- 
Die Streben werden für einseitige Belastung berechnet Bei 
er Bestiniinung Ton D^ hat man den Schnittpunkt L^ von 0^ 
nd ^-g »um Drehpunkte zu wählen (Fig. 146), Zur Ermittelung 

Fig. 145. 



-»3^^ 



-rr'^ 


nrr-1 ' 







(ft) 



"gT-gH 



~W 






-T->.— ^ 



sinea AbBtandes w^ YOm linken Auflager fahrt leicht die Verhlltnia- 
leichung [w-^ + 2)'.h^=l'. (A3 — h^) ; das gibt w^ ^ 7 Va ■ Zerlegt 
lan Z>3 am Punkte 3, so wird D^ ain t^^ (w^ + 3) das innere 
[oment bezüglich des Punktes L^, und zwar findet man ain ö^ am 
infachsten, indem man das gegebene tgd^s^ 0,875 in der Tangenten- 
palte einer trigonometrischen Tafel auMeht und in derselben Keihe 
in Ö3 = 0,6585 in der Sinus-Spalte abliest. Für Da «.a^ ist die in 
ig. 145 & gezeichnete Belastung mafsgebend, wobei A='^l2G + ^^i%P 
ird. Dann erhält man die Momentengleichung 

) = Asin t^3 • 10 Va — A- 7 '/a + 2 (?8 Y«. 

(Wir echreibeii in diesen Gleichungen stete zaerst die gesucht« Spann- 
raft, (lanD den Aoflagerdrack and eadlieh die Lasten links Tom Schnitt an, 
eiche letzteren wir sogleich mit ihrer Mittelkraft einfllhren,) 

Daraus ergibt sich 
) Z?3.„ = U75Ö + 2,020 P. 

-Um{G^p)y ^nap=Ve(ö + P]J* 
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T>3mi» entsteht bei einseitiger Belastung links vom Schnitte, braaclt 
aber nicht besonders berechnet za werden, aondern folgt ati^ Dj 
Schreibt man nämlich 
T) JD,^^^aG-\-ßP, 

8) i?i«<» = aö+7P 
mit Hückaicht darauf, dafs ja die ständige Last in beiden Fällen 
dieselbe iat und deshalb auch gleicben Einflufs &ben mafs, so stellt ß 
den Beitrag von 5 rechtsseitigen, / den Beitrag ¥on 2 linksseitigöo 
Lasten der Qröfae Eins dar; ß + y ist daher der Einflufs aller 
7 Lasten (van der Oröise Eins) auf D, und weil a dasselbe b&* 
deutet, 80 mufs ß-^-y^i oder 

9) y=^i — ß sein. 
Hier wird ;' = 1 ,i 75 — 2,020 = — 0,845 , 

mithio ^ Da «u» = 1,175 G — 0,845 P = ~ 0,5083 (G -h P) . 
Die Strebe im dritten Fach hat also bei Belastung rechts 
Schnitt eine Zugkraft, bei linksseitiger Belastung aber eine Dtack- 
kraft za leisten. 

Berechnet man in gleicher Weise die übrigen Streben, m 
links beginnend» so erhält man für ^ Z>, „,-„ und /^^ mm noch poaitiFe 
Werte; in diesen Streben kommt also nur ein der Grö&e niwifa 
wechselnder Zug Yor. />4 hat ebenso wie B^^ wechselweise eine 
Zug- und Druckkraft zu leisten. Die Streben der 4 mittleren 
Fache müssen daher, sofern nicht Gegendiagonalen 
werden sollen, knickfeat gestaltet werden. 

Die Ständer sind gleichfalls für einseitige Belasttmg zu be- 
rechnen» Führen wir 

beispielsweise durch V^ ^^' **^' 

(Fig. 146) einen schrägen 
Schnitt, so ist der 
Schnittpunkt von 0^ und 
U4 zum Drehpunkte L 
zu wählen; dies iat wiederum Xg wie in Fig. 145 mit dem Abstände 
w'3 = 7 V3 von A . Für V^ ,^j^ haben wir einseitige Belastong der 
Knotenpunkte 4 bis 7 mit P anzunehmen (s. Fig. 145 c) and er* 
halten A — ''/2G + 4-^/uP. Dann wird die Momentengleichung 

10) 0= — Fa- 10.1/3 — ^-773 +3Öi-9Va und 

F3 „f„ = 0,226 ö — 0,887 P= — 0,7023 {G + P) (Druck), , 



angfewandi 

: 




C 
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IVd. l}tr SalhparabeUräger (fthtfestumpfter ParnibeUräger). 301 
Setzt man wieder 

so mufs ^'^a — ^=0,226 + 0,887 = 1,113 aeiö, tnithin 

1 2) Fg „^ = 0,226 (? + 1,1 13 P = 0,9652 (G + PJ . 

In gleicher Weiae berecbnet man die übrigen Stäader Tom 
Aaflager bis zur Mitte. „. 

Der Mittelatäoder selbst, der ., " 

, zwischen links und rechta ansteigen- ^^^^-^^nvV \/'f S?Tvr">r 
den StTehen liegt (vergL Fig. 147), - ^ ' ^'Al^ l A l A|Xp^ 
erfordert eine abweichende Art der ^ * 

Berechnung. Wir bestimmen denselben aus dem Gleichgewicht der 
im Knoten C in der Mitte dea Obergurtea (Fig. 148) zusammen- 
tretenden Stabkräfte O^, (\ und F4. Aus der „, 
Gleichung der lotrechten Kräfte folgt nämlich ^ 
^^ 'O4 sin 0J4 + <>j sin lo^ = V^ . ""SATyTT 
^^ Wegen der bestehenden Symmetrie ist absolut ^ 
genommen cüj = (/>,; und daher unter Beachtung der Bedingung der 
Nullgleichheit der Summe aller wagerecbten Kräfte 04 = 05, Beide 

Stabkräfte sind gleich j — --, wenn M^ das Bieguagsmoment 

Sfftr die Trägermitte bezeichnet. Daher mit A4 = 1 
^4= 2 ■ O4 sin a>4 = 2 • Jf4 tga»4 . 
F4 wird also wie M^ bei voller Belastung am größten und 
für nur ständige Belastung mit G am kleinsten, in beiden Fällen 
aber eine Zugkraft. Mit tg 0*4 = 0,03125 und 3/4 ,^^ — 8 (O + P) 
mid ^¥4^i„=8ö wird 
' 13) F4 „^ = 2 ' 8 • 0,03126 • (G + P) = rund 0,5 (PH- (?) und 

U) n„,„ = 0,5-f:?- 

^V -e) Der Fachwerkbogenträger mit drei Gelenken. 

^" Es werde zunächst ein beliebiger und beliebig belasteter 
Bogenfach werkträger (Fig. 149 a) ¥or ausgesetzt, der bei A und B 
in festen Stützgelenken ruhe und dessen beide Hälften durch das 
Scheitelgelenk C verbunden seien. Wir stellen das äufsere Gleich- 
gewicht in bekannter Weise fest durch Zeichnung eines Kraftecks 




die für einen beliebigen Schnitt tt zur Beatimmang der StabkrÄft^ 
nach Culmann oder Bitter za benatzende Mittelkraft der das af" 
geschnittene Trägerstück links oder rechts vom Schnitt angreifende^ 
änfseren Kräfte ihrer Lage nach bekannt, während ihre Gröfse »J^ 
Folstrahl dem Erafteck entnommen werden kann. 
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Die z. B. für den Schnitt tt geltende Mittelkraft M^ liegt in 
r Seilecksseite T"" und ist im Krafteck gleich dem Polstrahl 5' . 

is nach Culmann gezeichnete Krafteck Oi:>'cdO (Fig. 149 c), in 
m oc\\ah^ ergibt die durch den Schnitt getroffenen Stabkrafte 
'4» Ü4 und O5. Ebenso das Krafteck (Fig. 149 rf) die durch den 
ihnitt t't' getroffenen Stabkräfte i>]Q, Ui^ nnd O^o, 

Nach Bitter erhält man 0^ — Rr^'r:l und in gleicher Weise die 
>rigen Stabkräfte des Schnittes. Das Ergebnis vorstehender Formel 
mn leicht auch durch geometriache Konstruktion erhalten werden. 

Im Krafteck Or8'12'0 erscheinen alle äufaeren Kräfte mit 
en StÜlzwiderstanden Wi und W^ zusammengereiht. In Verbindung 
amit läfst sich leicht auch in der auf Seite 242 allgemein dar- 
elegten Weise ein zusammenhängender Kräfteplan zeichnen, dem 
lle Stabkrafte entnommen iv erden können. 

Ik Wir wollen nun für die häufiger vorkommende Form des Drei- 
enk-Fachwerk-Bogentrlgers (Fig. 150^() mit geradem wagerechten 
er geneigten Obergurt, meist parabolisch gekrümmten Untergurt 
d einem Wandsystem, bestehend ans Streben und Ständern, die 
aflufalinien der Stabkräfte ableiten. Beide Stützgelenke Ä und B 
iw^*i\A als auch das Scheitelgelenk liege im Linienzuge des 
raboliachen Untergurtes, so dafs bei gleich m 5 fsiger voller Be- 
ttung des ganzen Trägers der Obergart und die Streben spannungs- 
( bleiben und die Ständer nur die direkte Übertragung der 
tenlasten qÄ auf den Untergurt m bewirken haben. 
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Einflul'alinie der Stabkräfte des ÜntergurteB. 

»Die Stabkraft im dritten Felde ist 
ü^ = — J/j ; ^2 • cos i'a , 
rtö jf^ das Moment der äufaeren Kräfte in Bezug auf den 
lOten 2 des Obergurtes bezeichnet. Die EinflufsHnie von M^ er- 
^teu wir nach Seite 77 bis 79, indem wir vom Kämpfergelenk A 
^ durch den Momentenpunkt 2 eine Gerade ziehen bis zum 
^itt N mit der Kämpferdrucklinie BVJ^ . Die Lotrechte durch 

legt auf der EinfltifsnuUlinie ab (Fig. 150 1) die Belastungs- 
ißide n fest; machen wir noch ad = .v.2 (Abszisse des Knoten 2), 
'*ien von d aus über n bis zum Scheitellot die Gerade dcj ver- 
öden c mit b und bestimmen e auf der Geraden äc lotrecht unter 

So ist aench Einflufslinie von jlfj- 
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lUm die Einflufslinie von l\ zu erhalten, machen wir ad nicht 
eil ^2, sondern gleich .r^tÄoCOB^'v 

FQr Stähe dea Untergurtes, bei denen der als tnafsgehender 
nenteodrehpunkt in Frage kommende Knotenpunkt des Ober- 
tes rechts der Kämpferdrucklinie BCA^ liegt» fällt der Punkt 
flf der Geraden dnc unter ah und n verliert die Bedeutung 
r Belastungsscheide; überall herrscht negativer Einflufs; bei 
sr Belastung des ganzen Trägers entsteht in diesem Untergurt- 
B die grflfste Druckkraft, Im übrigen können die Einflufslimeu 
alle anderen Stäbe des Untergurtes in gleicher Weise ermittelt 
im. Herrscht Symmetrie, so ist das nur für eine Bogenhälfte 
fcpndig. 

2. Einflufslinie der Stahkräfte des Obergurtes. 
ie Stabkraft im dritten Felde ist 

O;^ ^= — M^i : h-^ t 
^3. als Moment der äufseren Kräfte in Bezug auf den Knoten 
Die Einflufslinie für J/^ entwickelt sich in genau gleicher 
wie oben für M2 geschehen und wie in Fig. iöd S. 78 für 
in Bezug auf den Punkt S der Bügenlinie, nur kehren sich 
€n des Minuszeichens von O3 in Gl. 2 die Vorzeichen um. In 
150 e ist (11^1=^3: A3 und «i^iWiCi&i Einflufslinie von O3. 

3. Einflufslinie .der Strebenkräfte. 

Bas allgemeine Verfahren zur Entwicklung der Einflufslinien 

äie Strebenkräfte soll hier ao derjenigen für die Strebenkraft 

erläutert werden. Der mafsgebende Momentendrehpnnkt im 

le der Ritter'schen Momenteometbode L liegt hier zwischen den 

flöten. Ohne die Wirkung des Horizontalschubes II wurde 

|die Einflufdinie für i?2 in ähnlicher Weise erhalten, wie auf 

'10 Fig. 97 für die Wandscherkraft Y und auf S. 258 Fig. 123 

Iiie Strebenkraft /?. 
Eine Last 1 im Abstände it yöu B erzeugt in ^ den Stützdruck 
Denken wir uns Ih im Knoten 1 in eine Jot- und eine 

ferechte Seitenkraft zerlegt, deren erstere gleich I}.2siü^'i ist, so 
ilten wir in Bezug auf L die Momentengleichung 

— 7>o sin 62 («' —xiJ^O und daraus jDo = + t ■ . ^ r —, • 

■ " l sinö2(Tü — a^i) 
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Das iat die Gleichung der Einfluralinie Ton D2 f&r den einfachen 
FachwerkbalkeD, gültig fiir die Strecke von B bis zum Knoten 2, 
10 Fig. löOd ausgedrückt durch die Gerade b^^i- Sie schneidet in 
ihrer Richtung auf dem Stützlot durch A für u — I die Strecke 

öotfa — , - , : = -; — ,—r- ab, d, i., wie man leicht erkennt, 

die Kraft D^^ welche eine Stfltzkrait ^=1 für sich allein in der 
Strebe D^ erzeugen würde. In gleicher Weise erhält man für die 
Strecke links vom Knoten 1 a^f als Einflulslinie von D^. Diese 
schneidet in ihrer Richtung ebenso auf dem Stützlot durch B dii 
Kraft D2=b2P2 *t>, welche eine Stützkrafl B — 1 in der Strebe D^ 
hervorbringen würde. Zwischen den Knoten 1 und 2 schliefst die 
Strecke /gj die Einfiufslime a^/Va^a ^^'" Strebenkraft 7>2 für den 
einfachen Facbwerkbalken, wobei e^ and / in den Knotenlotrechteo 
durch 1 und 2 liegen. Die Geraden «oi/'j ^^^ h^i schneiden aicb 
wieder in einem Punkte L' lotrecht unter L^ so dafs nur die Be- 
stimmung des Punktes d.^ zur Ermittelung des Linienzuges a^f^k 
erforderlich ist, die Bestimmung der Strecke ftg.^a ^ Kontrolle 
dienen kann. 

Die Strecke «2 ''2 ^i* Strebenkraft })\ für ^ = l bestimmt lieh 
nach Culmann leicht wie folgt: Wir bringen 1 2' (Fig. 150«) in 
h zum Schnitt mit dem Stützlot in A, machen in Fig. lo<l(J 
«2 1 gleich der Krafteinheit^ ziehen a^ Jc^ |j 1 ü?', i Jc^ \\ h h und muhm 
02^2=^2*^2- Ebenso könnte zur Kontrolle p^ festgelegt werden. 

Es bleibt noch der ersichtlich negative Einflufs des Horizontal- 
Schubes H auf />2 hinzuzufügen. Dieser kann aus der H-IM&, 
die genau wie für den vollwandigen Dreigelenkbogenträger S. ?S 
Fig. 40 & zu zeichnen ist, gewonnen werden, indem man den Ab- 
schnitt / : 2/ als in A angreifende Horizontal kraft ansieht und d#r 
die Stabkraft Do" bestimmt Wir machen in Fig. löOd a^l^h,2f^ 
bringen in Fig. 150« 12' in m zum Schnitt mit der Kämpfer- 
linie AB^ ziehen in der Fig. IbOd durch l eine Parallele lu iw» 
bis zum Schnitt r mit der Eichtung ha^ \\ D^ und machen a^s—ih^^ 
Verbindet man nun s mit h^ und den Schnitt c^ dieser Geraden 
mit dem Scheitellot mit a^^ m stellt das Dreieck a4c^h2 den nega- 
tiven Einflufa des Horizontalscbubes und der Unterschied zwisclien 
diesem und der positiven Einflufsfiäche ü^fe^ih.^^ d. h. die Fläcbe 
(L^fue^n^h^c^ die wirkliche Einflufsfiäche für die Strebontoaft 
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dar. Eine weitere Kontrolle derselben ergibt sich noch daraus, 
9 der Einflufanullpmikt (Belagtungascheide) n^ (Fig.- 150 rf) lot- 
ht unter JVg (Fig. 150«) liegen mufa. Verbindet man nämlich 

1 Kämpferpunkt A mit X, so ist der Schnittpunkt N^ dieser 
rbin dungsgeraden mit der Kämpfordnicklinie BCAi für das 
ment der äufseren Kräfte in Bezug aof L und somit auch für 

Strebenkraft IJ^ eine Belagtungsscbeide, 

In Fig. 150 *i ist die Einflalsfläche fiir i>2 znr besseren Über- 
dtliehkeit an eine wagerechte Grundlinie ay4 verschoben. Diese 
iflufsfigur kann in sehr einfacher Weise lediglich mit Hülfe der zuvor 
nittelten Strebenkraft Z>j prezeichnet werden, indem man a^d-i—Dl 
Lcht, «a lotrecht unter N^ auf der Geraden a'^b'^. festlegt, von 
über Wä die Gerade dMci zieht, cg mit 6i verbindet, L" lotrecht 
her L auf der Geraden d%c'i festlegt «i mit L" verbindet und 
fllich ^a und /' lotrecht unter 2 und 1 auf den Geraden d'ncs und 
L" bestimmt. Die Torbezeichneten KontroUbestimmungen lassen 
li auch bei dieser Form der Einflufafiäche leicht ausführen. 
B. mafs dW — <i2^"=^2^ gleich der Stabkraft Da" aein» welche 
le in A angreifende Horizontalkraft M = l:2/ in der Strebe 

2 erzeugt. 

lü E:enau gleicher Wei&e können für alle andern Streben kriifte die Ernflufs- 
chcD beatimmt werden. Die Gröfseoverhältnisse der positiven nnd negativen 
Uß der EiofliirsfläGhe sind verschieden für die einzelnen Streben, nnd bei 
ffiaaaD Mafsverhältüissen des Trägers können Einflnfsgebiete für die einzelnen 
rebenkräffce ihr Vorzeiclien wechseln. Rückt z, B. bei flach gespannten Bögen 
■ Drehpunkt L für einzelne Streben soweit nach links, dafä die Gerade AL 

Känipferdnicklinie BGA^ in einem Punkte N rechts von C schneidet, so 
Ift auch in Flg. 150 e fi^ rechts vom Scheitßllot nnd ej kommt über a'^b^ zu 
ren; an Stelle des negativen Dreiecks w^&iei tritt positiTerEinfluJs, n!^ Terlieft 

Bedeutung eines EinflufeDnllpiinktes. 



4. EinflufsÜTiie der Ständerträfte. 

Ee soll die EinflufsLinie für die Standerkraft V2 bestimmt 
fden. 

Das Verfahren ist grundsätzlich das {gleiche, wie bei den 
"ftbenkräften. Momenten-Drehpunkt für V2 ist L^; Belastungs- 
leide ist N^, Die Stabkraft Fa, welche eine Stüt^kraft A = l 
Ständer 22' erzeugt, erhält man leicht, wenn m^u'^'l" (^^V^. Vqö<£\ 
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gleich der Kraftelnheit macht und von L^ au8 Ober 2" eine Gerade 
bis zum Schnitt 0" mit dem Stützlot durch A zieht, in der Strecke 00" 
als Druckkraft. Macht man in Fig. 15C)/ «,^rfg = 00"= Ft, b»- 
stimmt »3 auf ajij. lotrecht unter A^g, zieht von d-^ Über n^ eilte 
Gerade bis zum Schnitt c-^ mit dem Scheitellot, verbindet c^ mit b^, 
legt L'i auf der Richtung d^c-^ lotrecht unter L^ fest, verblühet 
L'i mit «3 and bestimmt endlich -c-^ und /^ auf den Geraden <(,% 
und tt^L'i lotrecht unter den Knoten 2 und 1, §0 ist (?s/3*3»3'?a^5 
Einflafslinie von Fg. 

Nachdem die EinflafsHnien ffir alle Stabkräfte gezeichnet siod^ 
kODoen letztere selbsti bezw. ihre GrCfstwerte in bekannter Weiw 
fjir alle möglichen Belastungen ermittelt werden. 



V. GrundzUge einer Kinematik des Fachwerks. 

a) Einige Orundbegrilfe der Kinematik. 
Jede Be^TOgung einer beliebig umgrenzten oder unbegrenzten 
ebenen Scheibe i (Fig, 151) gegen eine mit ihrer Ebene zusammen- 
fallende ruhende Ebene O kann in ihrem Endergebnis 



Fig. 151. 



durch eine Dreh- 
bewegung um einen 
ruhenden Punkt er- 
setzt werden. Ge- 
langt nämlich bei 
einer derart beliebi- j^i^ 
gen Bewegung der 
Punkt A nach A^^ 
B nach J?i und 
errichtet man auf 
den Mitten der 
beiden Verbindungsgeraden AA^ und BB^ je ein Lot, welcbe 
beiden Lote sich im Punkte O schneiden, so sind die durch Ver- 
bindung der Punkte A, A^, B und B^ mit dem Punkte ent- 
stehenden Dreiecke .107^ und AiOBy wegen Gleichheit dreier 
Seiten gleichartig kongrnent, also 2:^ AOB = ^ A^OB^ und dahe'' 
auch 2^ A0Ay = 2^B0B^. Daraus erkennt man, dafs soffobl 
das Dreieck ^1 B als die Scheibe / lediglich durch Drehung un* 
den Pttokt O aiis ihtet kTiiÄn^\a?,% m die Lage A^OBy^ ^^^- 




I'n. Grundbegriffe der Kinematik. 
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Fig. 15*2. 



BiCiDi gebracht werden können. Die Geraden AA^^ BB^ 
\ usw. sind dabei Sehnen der Bahnlinien der Punkte A^ B,C aew. 
;zen wir eine unendlich kleine Bewegung vorans, ao decken sich 

jeden Pankt Sehne und Bahnelement und die Geraden ^4 Ai , 
Bi, CCj usw. drücken daher in solche m Falle die Beweg ungs- 
titangen der Punkte A^ B, € asw, im Augenblicke der unendlich 
inen Bewegung aus. Der Punkt O ist dann gemeinsamer 
■iimmungsmittelpunkt der Bahnlinien aller Punkte 
r Scheibe im gegebenen Augenblicke. Hieraus folgt: 
ede Bewegung einer Scheibe in ihrer Ebene kann 

irgend einem Augenblicke und während eines unend- 
eh kleinen Zeitteilchens als Drehbewegung um einen 
sten Punkt angesehen werden, den man den ,,aiigea- 
Ickiicben Pol" der Scheibe nennt/ Dieser angenblick- 
he Drebpunkt iät der einzige momentan 
Elende Punkt der Scheibe, der einzige Punkt, 
1 ihre Ebene mit der ruhend gedachten 
ene O während eines Augenblickes gemein- 
1 hat Die Lage des Poles ist bestifnmt, 
in die augenblickliehen Bewegungsrichtun- 
i zweier Punkte der Scheibe festliegen. 
n findet ihn im Schnittpunkte der in jenen 
ien Punkten zu ihren Bewegungsrichtungen 
Lchteten Lote. (Fig. 152.) 

Werden z. B. zwei Punkte (1 2} und (1 3) 
ar Seheibe I dnrch Gelenkscheiben // und lU (Fig. 153) mit den 
ikten 02 und 03 einer ruhenden Scheibe O so verbunden, da6 

Ebenen aller vier pj ^^3 

leiben zusammen- 
«n und nur gegen- 
mder verschieblich 
iben, so entsteht ein 
sich bewegliches 
Lenkstangen -Viereck 
J) (12) (13) (03) und 

allein mögliche Be- 
^ung der Punkte 1 2 
1 1 3 auf Kreisbögen um 2 und 3 sind senkrecht zu den Geraden 






r 



\ 



> 



^::: 
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(02) (12), bezw. (03) (13) gerichtet; der Schnittpunkt Ol beider 
Geraden ist also augenblicklicher Pol der Scheibe J, inomOTtaii 
gern einsamer Punkt der ruhend gedachten Scheibe O und der gegen 
sie Terschieblichen Ebene der Scheibe J, 

Bewegt sich die Scheibe O gleichfalls« d. h. kommt nahen der 
Bewegung der Glieder /, // und III gegen O auch noch eüie 
Bewegung dea ganzen "Vierecks in seiner Ebene in Betracht» so hört 
mit der Buhe der Scheibe O auch die momentane Ruhe des äugen- 
Wicklichen Drebpolea Ol der Scheibe / in absolutem Sinne auf, er 
bleibt aber momentan gemeinsamer Punkt der gegenelDander 
Terscbieblichen Ebenen beider Scheiben» d. h. Drehpunkt für ihre 
gegenseitige Bewegung. 

In dem beweglich gedachten Geäaratgebilde (Fig. 153) kommt 
der Scheibe O keinerlei besondere Bedeutung mehr zu und in diesem 
Sinne wollen wir den Punkt Ol als augenblicklichen Drehpol der 
Seheiben O und / gegeneinander bezeichnen. Wie diese beiden 
Scheiben, so Hat aber auch jedes andere Scheibenpaar des Gelenkstab- 
Vierecks einen gegenseitigen augenblicklichen Drehpol. Wir erkeDDeo 
im Schnitt der Geraden (12) (13) und (02) (03) den augeDblickliehen 
Drehpol der Scheiben II und IJI und in den Gelenkpunkten (02), 
(12), (13) und (03) die gegenseitigen Pole der Gliederpaare OII, 
I II, I in und O ///, wobei zu bemerken ist, dafs letitere vier 
Punkte dauernde Pole der in ihnen wirklich drehbar verbundeneD 
Scheibenpaare» die Punkte Ol und 23 aber nur als momentane Pole 
der Scheibenpaare Ol und Ulli sind, die wir uns in den Punkten 
Torübergehend drehbar verbunden zu denken haben. 

In dem hier beispielsweise besprochenen Gelenkstangen- oder 
Gelenkscheiben -Viereck können die einzelnen Scheiben nur %mt 
bestimmte, d. h. ^zwangläufige^ Bewegungen gegeneinander 
ausführen. Ist allgemein die Bewegung mehrerer Scheiben gegen- 
einander in einer gemeinsamen Ebene so geregelt, dafs jeder Punlrt 
der einen Scheibe gegen die anderen nur eine bestimmte Bahn- 
linie verfolgen kann, so nennt man die Bewegung der Scheiben gögeo- 
ein&nder j^eine zwangl&ufige'' und das ganze Gebilde eine 
j,£wangl&ufige kinematische Kette* oder auch kurz ^zwaog- 
läufige Eette", Die einzelnen Scheiben heirseo die Glieder der 
Kette. Auf die Form der Scheiben, die als Glieder zu einer zwang- 
Kette verbunden sind^ kommt es dabei nicht an ; nur wird 







solche Verbindung vorausgesetzt, dafs sowohl alle wirklichen 
eletikpunkte der Glieder ^ als die nur momentan gemeinsamen 
Punkte ihrer Ebenen» d, h. die gegenseitigen Pole aller Glieder, in 
einer Ebene liegen. Die Seheiben (Fig. 153) können wir also z. B. 
auch durch Gelenkstäbe ersetzen, mit deren jedem wir uns eine 
unbegrenzte Ebene, mit allen darin liegenden Punkten, Linien usw. 
(„Ebenes System") fest verbunden denken; derart, dafs zwar die 
Ebenen aller Glieder zusammenfallen, aber mit den Gliedern gegen- 
seitig verschieblich bleiben. 

Di© augenblickliehen Pole der Glieder einer zwangläufigen Kette 
gegeneinander sind eTsichtlich gleichzeitig auch Krümmungamittel- 
punkte der Baholinien aller Punkte eines Gliedes in seiner Bewegung 
gegen ein mit ihm durch den betreffenden Pol momentan drehbar 
verbundenes anderes Glied. Liegt der augenblickliche Pol zweier 
Glieder einer Kette in unendlicher Ferne^ so kOnnen die im End- 
liehen liegenden Punkte beider Scheiben nur Parallelbewegungen 
gegeneinander ausführen. 

Die Anzahl der augenblicklichen Pole einer zwangläufigen Kette 
nin — l] 



von n Gliedern ist 



2 



denn jedes Glied bat einen Pol gegen 



jedes der übrigen « — 1 Glieder, wobei je ein Pol zwei Gliedern 
gemeinsam ist. 

Die Gesamtheit aller Pole einer zwangläufigen Kette in ihrer 
jeweiligen Lage gegeneinander wollen wir als augenblickliche „Pol- 
I figur" der Kette bezeichnen. 

^H Nach vorstehendem haben die Pole aller Qliederpaare einer 

^Kette eine völlig gleichartige Bedeutung. Für die Anwendung aber 

^Ist der besondere Fall wichtig, wo eines der Glieder festgehalten 

1 zur Kühe gezwungen ist, die anderen dagegen beweglich bleiben- 

In diesem Falle werden die Pole aller Glieder gegen das ruhende 

zn momentan ruhenden Punkten, während alle übrigen Pole sieh 

im allgemeinen mit bewegen und nur relativ zwischen den einzelnen 

Gliedern momentan ruhen. In solchem Falle wollen wir die ruhenden 

Pole als „Hauptpole", alle übrigen aber als Zwischenpole benennen. 

Gegebenenfalls ruhende, nur ausnahmsweise bewegliehe Glieder 

wollen wir mit O bezeichnen und den Polen der übrigen Glieder gegen 

das ruhende den Index O voransetzen. Es soll also z. B. bezeichnen 

Od den augenblicklich ruhenden Pol (Hampt^ol") iea ^\\fc^?i^ Y. 
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Vig. 154. 
pOJ 



b) Bezieliun^ der P«le einer zwaDglänägen Kette iu ilirer 
Lage gegeneinander; ,*Sät2e der drei Pole".*) 

Aus der Fig. 153 ersehen wir, dafs je drei Pole dreier Glieder 
des als Kwangläufige Kette anzusehenden Gelenkstab-Vierecks gegen- 
einander auf einer Geraden liegen. Z. B. die Pole der Glieder ^', 
/ und // auf der Geraden (Ol) (12 (02), die der Glieder /, 11 
und /// auf der Geraden (1 3) (1 2J {2:^} usw. Diese hier im Sonde^ 
falle festgestellte Beziehung zwischen den Polen einer Kette 
allgemeine Gflltigkeitt wie folgende Betrachtung ergibt 

Wir verfolgen eine sehr kleine Bewegung (Differenzialbewegai 
dreier beliebiger Glieder o, I und II irgend einer zwangUufigea 
Kette gegeneinander (Fig. 154). Die augenblicklichen Pole d« 
Glieder I und'// gegen die Scheibe o seien (Ol) und (02) und 
um dieae Punkte mögen die Glieder / und // im 
gegebenen Äugenblicke gegen fß eine unendlich 
kleine Drehbewegung ausführen. Wir suchen den 
Punkt (12), lim den sieb / und // im gleichen 
Augenblicke gegenseitig drehen, ihren Pol. In 
dieaem mufs ein Punktpaar beider Scheiben 
während ihrer kleinen Drehbewegung um (Ol) 
und (0 2) zusammenfallen, d- h. nach Richtung 
und Gröfse die gleiche Bewegung gegen O aus- 
führen. Gleiche Bewegungsrichtung haben ersicht- 
lich nur die momentan auf der Verbindungsgeraden 
(Ol) (02 beider Drehpole liegenden Punkte beider 
Scheiben, Auf dieser Geraden mufs also auch 
der Pol 1 2 der Glieder / und // liegen, und wir 
erhalten allgemein den Satz: „Die drei gegen- 
seitigen Pole dreier beliebiger Glieder irgend einer 
zwangläufigen Kette liegen auf einer Geraden.*' Diese 
Beziehung soll hinfort als „erster Satz der drei Pole** be- 
zeichnet werden. Er führt, wenn die Lagen zweier Pole liekanat 
sind, zu einem geometrischen Orte für den dritten. Die Lag« des 




*) Vergl. Schütz: Beiträge zur Bewegungslehre der ebenen, st»ti«h 
beBtimmteo Pachwerksträger. Zeitschr. für Architektur und Jngenienrwes«''! 
190S, S. 153, 
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Vb. B^ehitng der Pole in ihrer La^e gueinandei: 
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letzteren auf jener Geraden bangt Ton der Art der Yerbiodung der 
Scbeiben / und II ab und befindet sieb da, wo ein Punktpaar 

eider im betrachteten Äugenblicke neben gleicher Bewegangsrichtung 
i gleiche Wegealäuge lU aufweist. Diese Eigenschaft kommt 
Dur einem Punktpaar 12 der Geraden zu; in ihm rollen beide 
Scheiben gewissermafaen aufeinander. 

Bringen wir noch eine Scheibe /// mit den Gliedern O, I 
und // in Beziehung (Fig. 155), deren Pol gegen in 03 liege, 
so mufs sich nach 



Fig. 155. 



obigem Satze der 
Pol 13 der Schei- 
ben 7 und /// auf 
der Geraden (0 1) 
(03) und der Pol 
(23) der Glieder// 
und /// gleichzeitig 
auf den Geraden 

(Ol) (03) und 
(12) (13), also im 
Schnittpunkte bei- 
der befinden. 

Zwischen den 
Abständen der Pole 
voneinander inner- 
halb der Polfigiir 
besteht nun eine für 
die Polbestimmung 

" unter Umständen nützliche analytische Beziehung, zu der man wie 

^folgt gelangt: 

^K In einem Zeitteilchen dt der zw an gl Aufigen Bewegung führen 
I die Scheiben /, // und /// um ihre Pole Ol, 02 und 03 gegen 
O Drehungen d<pr^ dfpn Tind dq>ju aus. Der Weg des Punktes 1 2 
berechnet sich dann aus seiner Drehung um 1 zu t^ *= <]??>/ ■ (Ol) (1 2) 
tind aus seiner Drehung um 2 zu de = dfpir{0'^){12). Aus der 
Oleichsetzung beider Werte folgt 

d^ (02)(12) 
d^n^{0\){l2y 
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liegen daher in diesen Gelenkpunkten. Das Glied II kt mit dem 
Glied O bei a in der Richtung a (0 1) Terschieblich yerbunden ; 
der Pol (0 2) mnfs daher im 



Fig. 157. 
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Schnitt der Geraden (0 1) (1 2) 
und eines in a gegen a(OI) 
errichteten Loteä liegen. 

:>. Die Bestimmung der 
6 Pole eines als viergliedrige 
Kette anzusehenden Gelenk- 
stangen-Vierecks ist aus 
Fig. 153 eraichtlich. 

p 3. Die sechsgliedrige 
Kette O I 11 III IV V 

(Fig. 158) kann man ab ans ölg^'^^-^ " ^oSg 

drei Gelenkrierecken (Ol)! i 

(1 2} (2 3) (03), (0 1) (1 2) '" ^ ^ - ^ 

(4 5) (03) nnd (1 2)(2Bj(03)(45) bestehend ansehen, welche je zwei 

^ Glieder gemeinsam haben. Die gegenaeitigen drei Pole der Glieder 

Fig. 158. 
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II und ZF fallen in dem gemeinsamen Gelenkpunkte 12, die 
"der Glieder O, III und V in 03 zusammen, während die Pole 
der Gliederpaare Hill und IV V in den Gelenkpunkten 23 und 45 



Ort in cl«r Kichtung (0 1) (1 2), einen zweiten in der Lotrechten im 
Tnnktfl 'J'\ und liegt dadurch in 02 fest. Der Pol des Glieder- 
{tanr«!! // /T liegt im Schnitt (24) der RichtungeD (12; (14) und 
(ya)(:i4)- In der Gliedergrnppe O I IV sind non die Pole Ol 
»lud 1 4 und in der Gruppe O II IV die Pole 24 and 02 bekannt, 
im Hrtinitt der Richtungen (Ol) (14) und (02) (2 4) liegt daber 
Am Pol 4 des Gliederpaares O IV. Erhält die Kette die in der 
KJjjiir tnf^edeutete veränderte Form, wobei das Gliederpaar 7/ /// 
diu t^itge //' ///' annimnit und sein Pol von 2 3 nach 2 3' rückt, 
■4t ^»ht i;4 in die Lage 2 4' und 04 in die Lage 04' über. 

il In der neungliedrigen Kette (Fig. 161) stützen sich die 
rrnM'Minander durch Gelenfee verbundenen Glieder I bis VIII in 



Fig. 161. 




*inera festen Stützgelenk Ol, in zwei wagerecht TerschiehhcbeD ■ 
*^*elenken 2 3 und 6 7, sowie in einem der Richtung nn m- " 
«chleblichen Gelenk 8 gegen die etwa ruhende Scheibe O. DIo 
J'ole der Glieder I, IV, V und VIII gegen ö sollen bestimint 
werden. ■ 

Der Pol von I gegen ist in 1 gegeben. ^ 

In 1 und 1 2 sind daher 2 Pole der Gliedergruppe 0. / m*^ 
ff bekannt, der dritte 2 mufs daher auf der Richtung (ü 1) (i'^ J 
U«gen. Da der Ptinkt 2 3 sich nar wagerecht bewegen kann, lieg^* 
>1 02 von // gegen auch auf einer Lotrechten durch 23 
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d. h. im Schnitt 2 der letzteren mit der Geraden (Ol) (12). Iß 
2 und dem unendlich fernen Schnittpunkt (2 4) der parallelen 
Geraden (2.H)(34} und (12) (14) sind zwei Pole der GUedergrappe 
0, // und IV bekannt, der dritte Pol 04 mufs daher auf einer zur 
Geraden (12) (14) Parallelen durch 2 liegen. Ferner sind in Ol 
und (14) zwei Pole der Gliedergnippe O, / und IV bekannt, der 
dritte 04 muls somit auch auf der Richtung (Ol) (14), also im 
Schnitt 4 dieser mit der vor bezeichneten Parallelen sich befinden. 
Von der Gliedergruppe O, IV und F sind die Pole 4 und 4 5 
bekannt; die durch beide festgelegte Richtung ist somit ein 
geometrischer Ort des dritten Poles 5. Die direkte Angabe eines 
zweiten georaetrisehen Ortes für den Pol Oö ist nicht ohne weiteres 
angängig. Wir gewinnen einen solchen ind^ leicht mit Hülfe des 
oben abgeleiteten zweiten Satzes der drei Pole, den wir auf 
die Pole 05, 7 und 8 der Glieder F, VIT und VIII gegen 

anwenden. 

Der Fol Ü 7 mufs nämlich auf einer Lotrechten B-^ durch 6 7 
und der Pol 08 auf einer in 8 errichteten Senkrechten B^ gegen 
nn liegen. Durch den Schnittpunkt A dieser beiden Polbahnen 
^£■1 und Bg mufs nun aueb die geradlinige Bahn B^ des Poles 05 
gehen. Wir nehmen irgend eine Lage 8' auf der Bahn i/^ an, 
&nden dann im Schnitt der Richtung (08') (7 8) mit der Bahn B^ 
flen zugehörigen Pol 7'. Der Pol (5 7j liegt in der Richtung 
f 8) (5 8) ||(6 7) (5 6) in unendlicher Ferne, 5' also auf einer 
Parallelen durch 07' zu (7 8) (5 8), gleichzeitig liegt 5' auch auf 

1 der Richtung (0 8') (5 8) , also im Schnitt 5' seiner beiden 
l^eoiüetrischen Oite. Die Gerade von ^1 über 5' ist die Polbahn 

und neben der vorher schon gefundenen Geraden (0 4) (45} der 
zi^eita geometrische Ort für den Pol 5. Der wirkliche Pol 08 
^^'*gt nun im Schnitte der Geraden (0 5) (5 8) mit B^ . Damit liegen 
J^"e gesuchten 4 Pole Ol, 4, Oö und OS fest. 



*1) Eiuematisches Merkmal für die Steifheit uud statische 
Bestimmtheit eines Fachwerkes, 

Unter Ziffer 3 der auf Seite 230 für das ebene Faehwerk ge- 
^og'eiieji Schlüsse ist auf Grund der vor auf gehen den Darlegungen 
^'^^gesprochen, dafs ein Fachwerk von 2« — 3 Stäben immer dann. 
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Ort in der Richtung (Ol) (12), einen zweiten in der Lotrechteo m^ 
Punkte 2 3 und liegt dadurch in 02 fest Der Pol des Gliedei^ 
paares ///T liegt im Schnitt (24) der Rrehtungeo (12) (14) und 
(2 3)(::J4). In der Gliedergruppe O I IV sind nun die Pole Ot 
und 1 4 und in der Gruppe O 7/ /F die Pole 24 and 2 bekannt, 
im Schnitt der Richtungen (Ol) (14) und (0 2) (2 4) liegt dabtt 
der Pol 04 des Gliederpaares O IV. Erhält die Kette die in d9 
Pigar angedeutete veränderte Form, wobei das Gliederpaar II IE 
die Lage //' III' annimmt und sein Pol von 2 3 nach 2 3' rüolt 
so geht 2 4 in die Lage 24' und 04 in die Lage 04' über. 

(). In der nenn gl i adrigen Eette (Fig. HU) stützen sich # 
untereinander durch Gelenke verbundenen Glieder / bis VIII i 

Tig, 161, 



^- ^jg--;.V5 h S S c < y ; 



^^- ^ W 





M. 



S-Flich6 




einem festen Stützgelp" 
Gelenken 2 3 und 
schieblichen Gelen 
Pole der Glie*^ 

werden, .^^^^^^^m 



zwei WEu^ 
nem •« 
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aber auch tinr dann gleicbzeltig statisch steif und statisch bestimiBt 
ist» wenn jeder Stab für sich allein einen selbständigen atatischep 
Zweck erfüllt, d. b. wenn je zwei durch einen Stab verbundene 
Knotenpunkte ohne diese Verbindung bei jeder etwa durch äufsere 
Kräfte herbeigeführten noch so kleinen gegenseitigen Bewegung aacb 
eine solche in der Richtung dea Stabea erfahren würden, diich 
deren Verhinderung der Stab fftr sich allein einen statischen Zweck 
erfüllt. Inwieweit jeder Stab eines Facbwerkes 7on 2jt — 3 Stäben 
einen derart selbständigen Zweck erfüllt» alle Knotenpunkte desäelben 
also bei völliger Starrheit der StÄbe gegeneinander unverschieblicb 
festliegen, bezw, bei der tataäcblicb Torhandenen Elastizität der 
Stäbe nur elastische Verschiebungen erfahren, das Fachwerk statisch 
steif ist, läfst sich mit Hülfe der oben entwickelten kinematiachefl 
Grundbegriffe und Regeln meistens sehr übersichtlich und fl^ 
schöpfend beurteilen. 

Nach Seite 23u geht ein „einfaches Fachwerk" durct 
Beseitigung eines Stabes in ein zwangläufig bewegliches Stabgebilde 
über, d, h. es bildet eine rwangläufige Kette. Der augenblickliebe 
Pol zweier Glieder der Kette gegeneinander ist nach S. 311 
gleichzeitig Krümmungamittelpunkt der Bahnlinien aller PnnktÄ 
des einen Gliedes in seiner Bewegung gegen das andere. Alle itti 
betrachteten Äugenblicke auf einer durch den Pol gericMotan 
Geraden gelegenen Punkte beider Glieder haben daher äugen blicklicl 
gleiche Bewegungsrichtung gegeneinander und die Entfern ang JB 
zweier auf dieser Geraden liegenden Punkte beider Glieder ändert 
sich trotz einer kleinen Bewegung der Kette momentan nicht Di« 
zwanglaufige Beweglichkeit beider Glieder sowie der Kette würdü 
also auch durch eine Verbindung zweier solcher Punkte vermittelst 
eines Gelenkstabes momentan nicht gehindert» das durch Herstellung 
solcher Verbindung wieder entstehende Faehwark von 2r/ — 3St&beB 
würde trotz der Verbindung eine unendlich kleine Beweglichkait 
bebalten und daher statisch nicht steif sein. 

Da ferner, wie erwähnt, die durch den Stab verbundenea 
Knotenpunkte auch ohne diese Verbindung momentan ihre Ent- 
fernung nicht andern würden» vielmehr durch das übrige Stabwerk 
in der Richtung dea Verbindungsatabes schon gegenseitig fest- 
gehalten sind, so würde die aufseren Kräften gegenüber vom Stabe 
zu leistende Spannkraft ersichtlich nur aus dem elastischen Vor- 



halten des Stabes selbst und des ihn einschliefäendeD Stabwerkes 
ermittelt werden können, das Fachwerk also auch statisch unhestlnamt 
sein. Daraas ergibt sich der Sati: „Fällt in der durch Be- 
seitigung irgend eines Stabes aus einem Fachwerke 
von 2n — 3 Stäben entstehenden zwangläufigen Kette 
der gegenseitige Pol der beiden Glieder oder starren 
Scheiben^ denen die durch den Stab verbundenen 
Knotenpunkte angehören, auf die Stabachse, bezw. 
auf die Verbindungsgerade beider Knotenpunkte, so 
iat das Fachwerk weder statisch steif noch statisch be- 
stimmt." Weiter unten wird noch allgemein nachgewiesen werden, 
dafs in einem solchen Fachwerk, wenn man Ton den Sonderfällen 
bedingten Angriffs der äufseren Kräfte absieht, stets auch unendlich 
grofse Stabkrifte auftreten. (Vergl S-. 229.) 

Wir wollen mit Hülfe des hier nachgewiesenen Satzes die 
Steifheit und statische Bestimmtheit einiger Fach werke untersuchen. 

Zunächst stellen wir unter Bezugnahme auf Seite 226 und f. 
fest, dafs in der durch Verbindung der starren Scheiben / und II 
(Fig. 106) vermittelst der Gelenkatangen 6 8 und 7 9 entstehenden 
^wangläufigen Kette j> der Pol beider Scheiben ist*) und ein durch 
diesen gerichteter Verbindungsstab eines Punktpaares beider Scheiben 
etwa 4 und 10 oder 3 und lö zu einem steifen Fachwerk nicht 
fuhren kann, dafs ein solches aber durch jeden Verbindungsstab 
zwischen einem Punktpaar beider Scheiben entsteht, der nicht durch 
ihren Pol gerichtet ist, und zwar fällt die Verbindung um so 
steifer aus, je gröfser die lotrechte Entfernucig ?■ des Poles von der 
Achse des betr. Stabes ist. 

Das Gelenkstabgebilde Olli III IV V VI VII (Fig. 159} hat 
bei 6 Knotenpunkten nur 8, d. i, 2n — 4 Stäbe und würde er- 
sichtlich durch Einfügung noch eines Stabes zwischen den Knoten- 
punkten 03 und 16 oder 03 und 4 7 zu einem „einfachen**, 
also steifen' und statisch bestimmten Fachwerk werden, indem je 
ein Knoten durch zwei Stäbe unverschieblich gegen die übrigen 
festgelegt sein würde. Fügt man dagegen zwischen den Punkten 
_03 und 6 7 einen Stab ein, so ist das entstehende Fachwerk von 

*} Wie in Fig 105 der Punkt 5 dauernd Drehpunkt der in ilim tbt- 
limdeuien Scheiben I und II iat, so ist in Fig. 106 p angenblicklich 
jrelipunkt der Scheiben I und II. 
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2n— o Stäben kein „einfaches", sondern nach S. 
geleitetes". Seine Steifheit und statische Bestimmtheit erkenDen 

wir aber leicht aus dem Umstände, dafs der Pol 7 zweier durch 
den Stab verbundener Glieder o und FIX nicht auf seiner Acte 
liegt. Würde man dagegen eine Äenderung des Stabgebildes dahin 
vornehmen, dafs unter entsprechender Verlängerung des Gliedes VI 
das Glied VII in die Lage VIF überginge, wobei der Pol des 
Oliederpaares O VIF in 7 verbleiben würde, so erhielte der 7er- 
binduDgsstab (03) (6 7') eine Richtung durch diesen Pol (Pascalsches 
Sechseck) und das entstehende Fach werk würde nicht steif and 
nicht statisch bestimmt sein. Wie man leicht erkennt, würde 
danach auch ein regelmäfsiges oder auch nur symmetrisches Sechseck 
mit seinen drei Diagonalen als Fach werk trotz der 2n—'S Glieder 
atatisch nicht steif sein. 

Die Bahnlinie des Punktes 6 7 der zwangläufigen Kette 
O I , . , . VI VII hat in der augenblicklichen Lage des Punktes 
die Richtung senkrecht ku (0 7) (6 7j , schneidet sich also mit einem 
durch 6 7 mit 3 als Mittelpunkt beschriebenen Kreisbogen anter 
einem Winkel von der Gröfae (Oa){e 7)(0 7)» so dafs der Pankt6T 
durch beide Linien geometrisch sicher festliegt. Die Bahnlinie des 
Punktes Ü T in der Kette o I . . . . VW hat mit dem Kreisbogen 
durch 6 7' um 3 beschrieben im Punkte 6 7' die gleiche seni- 
rechte Richtung gegen (0 7} (6 7'J ; der Punkt erscheint durch beide 
Linien also nicht sicher festgelegt. 

Beseitigt man in dem „einfachen" Fach werk (Fig. 103) den 
Stab 13, Eo erhält man in der entstehenden zwangläufigen Kette 
Ol II mir V (Fig. 162) den Pol der Glieder O und IV in be- 
kannter Weise in 4. Fügt man nun statt des beseitigten Stab^^ 
den Ersatzstab (03) (4 5) ein, so ist dieser durch den Pol 04 5^^ 
durch ihn verbundenen Glieder der Kette gerichtet, das entstehen ^^ 
Fachwerk ist also nicht steif und nicht statisch bestiromtj ei*** 
Eigenschaft, die man auch aus dem Umstände erkennt, dafs (^^ 
die Scheiben (Ol) (14) (12) uud (03) (4 5) (2 3) verbindenden d*-^ 
Stäbe sich in einem Punkte (13) schneiden, bezw, der Stab /" ^ 
durch den Pol 1 3 beider Scheiben geht. Bei der in der Fig*!* 
angedeuteten veränderten Form rückt der Pol 04 nach 4', er lio^ 
also nun nicht mehr auf der Richtung das Stabes (03) (4 5'), A^ 
Fachwerk ist daher steif und atatisch bestimmt. 



A 
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In Fig. 160a liegt der Pol des Gliederpaares OIV in 04. 
rbindet man beide Glieder darch einen lotrechten Gelenkstab BB\ 
r nicht durch 04 gerichtet ist, so wird die Kette, in der wir 

Fig. 162. 




^ie Scheiben I und IV je als Fachwerk denken können, unver- 
^V>lich, starr. Betrachten wir die Gliedergruppo III III lY 
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als Fachwerk mit 6 Knoten und 8 = 2*6 — 4 Stäben, so würde, 
wenn nur im Pankte 1 ein festes tuid in 2 3 ein verscliieMiclKS 
Stützgclenk vorhanden wäre, ein Stab fehlen, das Fachwerk abo 
nicht ateif aein. Der hiuaugefügte Stab BB' stellt noch ein ver- 
schiebliches Stützgelenk in B dar und ersetzt den fehlenden Stak 
Die vier Stütz werte und acht Stäbe genügen zur un verschieblichen 
Festlegung von 6 Punkten. (Vergl. S. 23u unten.) 

Würden die Glieder // und /// der Kette Fig. 160a die 
Lage IT und III' erhalten, der Pol 04 nach 04' rücken, also io 
die Riebtang des Stabes BB' fallen, so wilrde durch Änbrjngapg 
des letzteren ein Fachwerk mit unendlich kleiner Verschiebliclikditt 
also kein steifes Fach werk entstehen, 

e) Bestimmung der Stabkräfte. 

Wie mit Hülfe der weiter oben entwickelten kinematisclieii 
Sätze und Regeln die statischen Eigenschaften ebener Packwerke 
übersichtlich beurteilt werden konnten, so können jene Regeln und 
Sätze unter Umständen auch mit Vorteil zur Ermittelung der 
Stabkrafte benutzt werden. Beispielsweise würden bei einem 
statisch bestimmten Fach werke, wie das aus der zwanglaußgeo 
Kette (Fig. 159) durch Einfügung des Stabes (03) (6 7) entstehende, 
die bisher abgeleiteten Metboden zur Bestimmung der Stabkräftß 
versagen, weil jeder erste Schnitt um einen Knoten mehr als 
zwei, jeder andere erste Schnitt aber mehr als drei anbekaontä 
Stabkrnfte treffen würde (vergl, S. 234). Zwar lassen sich für dw 
Gleichgewicht an den Ö Knoten 12 Gleichungen aufstellen, Ton 
denen nach Benutzung dreier für die Bestimmung des äufseren 
Gleichgewichtes noch die erforderlichen 9 zur Ermittelung der 9 
Stabkräfte verfügbar bleiben würden; doch fällt die Lösnng auf 
diesem Wege meist sehr umständlich aus. 

Wir wollen das hier abzuleitende Verfahren stützen auf am 
Satz, dafs die Summe der Arbeiten aller an einer zwangläufigen 
Kette sich das Gleichgewicht haltenden äuüseren Kräfte für jede 
unendlich kleine Bewegung gleich Null sein mufs. (Satz der 
„virtuellen" d. h. im Gleichgewicht der Kräfte und im Zusammen- 
hange der Kette möglichen Arbeiten.) Die Hichtigkeit dieses 
Satzes, für den wir hier einen umfassenden mathematischen Beweis 
sieht jbei bringen wollen, leuchtet ein aus der Überlegung, dafs das 







Gleichgewicht einer zwangläüfigen Kette dasjenige ihrer einzelnen starr 
gedachten Glieder zur Voraussetzung hat, dieses aber eine Änderuag 
des Arbeitsvermögens im einzelnen GUede und folglich auch in der 
ganzen Kette ausschliefst. — Jener Satz drückt sich aus durch die 
Gleichung 

1) 2'P„.J«P^ = 0, 

worin unter ^sp^ die elementaren Arbeitswege der einzelnen Kräfte 
Terstanden sind. Eine Scheibe / habe gegen eine etwa ruhende 
Scheibe O den augenblicklichen Pal 1 und werde von Kräften 
/* und W in senkrechten Abständen u und iv vom Pol 1 ergriflfen 
(Fig. 163). Fahrt die Scheibe / eine Drehung Afpj rechts um 1 
aus, 30 ist der Arbeits weg von P 

9p=A<prn und von W J ä^, = Fig. 1 63. 

' — Ätpj-w. Das Gleichgewicht der 
Scheibe / verlangt daher nach Gl. 1 
P'A(pi-u^W-dfpr%v — Oi daraus 
folgt 

2) P-n^W^w, 

d. h, 1 ist augenblicklicher Momenten- 
drehpunkt der Scheibe J; P- n und TT- mf " 
sind virtuelle Momente der Kräfte P 
id W. 

Greifen P und W an verschiedenen Scheiben I und II an 
mit den augenblickliehen Polen Ol und 2 (Pig. 164} und aind 
J (pi und ä fpn zusammen- 
gehörige kleine Drehungen 
beider Scheiben um ihre Pole, 
so ist A»p—ä(pi-ti und As^, 
^= — ä (pu'W und daher 
■ Ä tpi' u—W- Afpfj' w = 0. 
T>a aber J??/- (Ol) (12) = 

r4(pjj^{12){02), so ist auch 
3) 







Fig. 164. 







P- 



= W' 



tc 



(Ol) (12) " (12)(0 2J' 
Die beiden Seiten der Gl. 3 drücken die entgegengesetzt gleichen 
Kräfte 1> aus, mit denen die Scheiben in ihrem gegenseitigen 
tehpunkt 1 2 aufeinander einwirken. 



t 

^ 
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In dem Sonderfalle der Fig. 157, in dem die Soheibeo / und 
II als Teile eines Dreigelenkbogens und IT als Horizontaischub 
angesehen werden Icönnen, kann man die Strecken (Ol) (12) nn^ 
(12) (0 2) durch die ihnen verhältoiagleichen wagerecliten Abstinöe 
« und 6 ersetzen und erhält damit aus GL 3 



4) 



w a 



f 



oder, da w^^^-l ist, aüch 
ff 



5) 



W=P 



Mit P= 1 und veränderlichem v drücken GL 4 und 5 den links- 
seitigen Zweig (01e)(12j der Einflufalinie (01,)(12,)(02j für W 
aus. Tritt P—\ rechts von 1*2, so ist für die jetzt allein von 
Kräften ergriffen« Scheibe // in Bezug auf 2 als Momenten- 
drehpunkt W*iv = P'(l—tf); also 

P'{l-if) P'il — u)'a 



5 a) 



r= 



tv 



hf 



die Gleichung des rechtsseitigen Zweiges der Einflufslinie fQr If. 
Wie aus den hier berührten Sonderfällen des Gleichgewichts 
zwangläufig beweglicher Scheiben, so erkennt man aus den TOran' 
gehenden Darlegungen allgemein, dafs die Pole der Glieder einer 
zwang läufigen Kette gegen ein etwa ruhendes Glied O derselben 
gewiasermafaen als feste Stützgelenke aller übrigen gegen dieaea 
eine Glied angeaehen werden können. Die Gleichung der virtuellen 
Arbeiten (Gl. 1) wird in ihrer Anwendung auf das Gleichgewicht 
einer Kette zu einer Momentengleiohung in Bezug auf den momentan 
ruhenden Pol eines der Glieder derselben. Die virtu^le Arbeit 
irgend einer ein beliebiges Glied der Kette angreifenden Kraft 
während einer im Zusammenhange der Kette möglichen Differenzial- 
bewegung des Gliedes, oder auch das virtuelle Moment der Kraft 
in Bezug auf den Pol desselben ist verhältnisgleich dem senkrechten 
AbStande der Kraft von diesem Pol. Beide werden gleich Null, 
wenn die Kraft durch den Pol des von ihr ergriffenen Gliedes 
gerichtet ist. In diesem Falle verschwindet also auch der Einfinfs 
der Kraft auf den Gleichgewichtszustand sowohl des unmittelbar von 
Jir ergriffenen Gliedes, als auct auf den der ganzen Kette. Eine 



fr 




Ve. Bestimmung der Stabkräß^t 




aurch den momentan rahenden Pol einea Gliedes gerichtete Kraft 
Ton endlicher Orölse vermag alao dag Gleich gewicht der Kette 
gegenüber irgend einem Angriff äafserer Kräfte nicht herzustellen 
(vergl. S. 323). Daraus lassen eich folgende beiden für die Be- 
urteilung des Gleichgewichts ?on Fachwerten wichtigen Schlüsse 
ziehen, nämlich: 

1. Jeder Stab eines Fachwerkes, dessen Mittellinie 
iuTch den Pol zweier durch ihn verbundener Glieder 
ler zwangläufigen Kette gerichtet ist, in welche das 
Machwerk bei Beseitigung des Stabes übergehen würde, 

hat im Gleichgewicht der äufaeren und inneren Kräfte 
eine unendlich grofse Spannkraft zu leisten; 

2. Der Einflufs einer ein Fachwerk angreifenden 
äufaeren Kraft auf die Spannkraft in irgend einem 
Stabe desselben ist verhältnisgleich dem senkrechten 
Abstände jener Kraft von dem momentan ruhenden 
Pole (Hauptpole) des von ihr unmittelbar ergriffenen 
Gliedes der zwangläufigen Kette, 'welche bei Beseiti- 
gung des Stabes aus dem Fachwerk entstehen würde. 

Wandert alao eine etwa lotrechte Last P— 1 über einen 
statisch bestimmten Fachwerkbalken, so läfst sich ihr Einflufs auf 
die Spannkraft irgend eines Stabes durch eine gerade Linie 
ausdrücken^ und unter den Hauptpolen der ohne den Stab aus dem 
Fach werk entstehenden Kette befinden sieh Nullpunkte dieser Einflufs- 
liiiie (Belastangsscheiden). Unter den Zwischenpolen je zweier Glieder 
hat man aus gleicher Erwägung Knickpunkte der Einflufslinie zu 
suchen, und zwar wirkliche, wenn die Last hier von einem Gliede 
zum andern übertritt, ideelle, wenn der Übertritt an anderer Stelle 
erfolgt. 

Auf Grund vorstehender allgemeiner Betrachtungen können die 
Einflufslinien der allgemeinen Stabkräfte und diese selbst in ihren 
positiven und negativen Gröfstwerten leicht gefunden werden. An 
einigen Beispielen möge das Verfahren gezeigt werden. 

Die Kette (Fig. U>Q) sei durch Einfügung eines Stabes BB' 
in ein starres Gebilde verwandelt; die Einflufslinie der Stabkraft 
im Stabe BB' soll bestimmt werden. Der (momentan ruhende) 
Hauptpol des Gliedes IV ist weiter oben in 04 ermittelt. Eltv^t 
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Last P=l im Abstände n van 04 gegeoüber mafa die Stabkraf!, 
bezw, lotreciite Stötzkraft B die Momentengleichung erfülleu 
B-b = P-n, also ist 



tj) 



B^p.y, 



dag ist die Gleicliuiig der Einflufslinie für die Bewegung der Last 
/^=1 über das Glied IF, Für (^ = wird iJ^O, für « = &, 
l? = i>^l. Damit liegt die Einflufalinie (Ol,) (14) »4^' feut 
l^oter 4 und 1 , den Hauptpolen der belasteten Glieder / und /F, 
liegen EinÜafanuilpunkte, nnter dem Zwischenpol 14 beider ein 
Knickpunkt der Einflafslinie und unter B ist die EinfiafsordiDate 
gleich 1. (Vergl Iq Bd- I Fig. 133 S. 172 die Stützkraft A eiaes 
Gerberträgers,) 

Würde die Kette (Fig. UIO) statt der Form Olli IUI Vau 
Form Ölll'Iirir erhalten, der Pol 04 nach 04' rücken, b ako 
gleich Nnll werden, so würde nach Gl. 6 J5s= 00, oder wenn auch 

P durch 04' gerichtet, u = wäre i? ~ -r^, d.i. statisch unbestimmt 

Wird daa Fachwerlc (Fig, 162) mit O als ruhendem Gliede im 
Knoten 14 von einer also nicht durch den Pol 04 des Gliederpaares 
0/F gehenden Kraft P ergriffen, so hat der Stab (03) (45) nu 
Drehungsgleichgewicht des Gliedes IV in Bezug auf den Hauptpol 04 

F'it 
die Spannkraft JD = —^ = 00 , oder wenn auch P durch 4 geht» 











u = ist, eine solche 1> = — , d.i. eine statisch unbestimmte Stab- 

kraft^ zu leisten. Wird die Form des Fachwerkes so geändert, dafs 
unter Festhaltung der Knoten Ol, 12, 2 3 und 03 der Knoten U 
nach 14' und 4 5 nach 4ii' rückt, so erhält die Stabkraft im 
Stabe (03){45') den endliehen und bestimmten Wert l>'=+MP':«i 
(Zugkraft). 

Der in Fig. 165 dargestellte „einfache* Pachwerkbalken ist 
in A durch ein festes, in B durch ein verschiebliches Stützgelenk 
gegen die ruhende Scheibe O (Pfeiler und Baugrund) gelagert. Es 
soll die Einflufslinie der Stabkraft IJ der Strebe (12) (3 4) ermittelt 
werden. In der durch Beseitigung der Strebe entstehenden Kette 
O llinilV ist 1 Hauptpol von /, 1 3 Zwischenpol von I und ///. 
Der Hftuptpol 03 von /JJ liegt im Schnittpunkt der Geraden (1 3) (Ol) 
mit der zur Lagerfläche in B s^TiViechUii Palbahn. Der Hauptpol 02 



Ve. Bestimmung der Stübkräfte. 

Ton // wird im Schnitt der Geraden (Ol) (12) und (03) (23) er- 
halten. Wir denken uns nun in den Punkten 12 und 34 die Stab- 
kraft U als äufgere Kraft und aufserdem eine Last P = l im Abatande 
H Ton 02 auf das Glied // der Kette wirken. Es sind dann nur 
_die Glieder // und /// Ton Kräften ergriffen ußd wir erhalten bei 

Fig, 165. 





Ten ans der Figur ersichtlichen Bezeichnungen für das Drehungs- 
gleichgewicht des Gliedes // in Bezog auf seinen Hauptpol 02 die 

LMementen^leicbung = P'U — D'd — D'—'h^ worin das letzte 
Glied das Moment ausdrückt, mit welcher I> in 34 durch das 
Glied III im Punkte 23 auf // einwirkt. Die Lösung für D ergibt 
n I}=P-ui{il + iV ^] (vergl GL 2 und 3). 

Für i* = ist 1>= 0, für u = b und P= list 1> = P- 1 : Id+d' ~j 

^t hi(d+d'^Y Damit liegt die Einflnislinie Wj (1 2,) n^ (2 3J b feet. 

Die Einflufsnullpunkte «i, «2 und n^ liegen in den Loten durch 
die Hauptpole Ol, 02 und 03. Die Knickpunkte 12« und 23^ 
finden eich lotrecht unter den Zwischenpolen. Da die Last P— 1 
nach rechts nicht über B hinausgelangen kann, so schlieCät die 



k 




332 Viftier Abschnitt. Elaatisitat und Fe^igkeit ebener Facfnrerke. 



Einäafslinie in h ab, »3 ist nur ein idedler Einflafsnullpankt, dw 
die Richtung des Zweiges (23^) ?> der Einflufslinie festlegt. 

Die Kwangläofige Kette (Fig. 159) kanti, wie oben nacbgewi 
durch Einföguag eines Gelenkstabes zwiachen den Punkten (ü3) und 
(67) in ein steifes und statisch bestimmtes Fachwerk übergefalirt 
werden. Die Einflufslinie der Stabkraft 7> in dem Stabe (03) (6 7) 
für lotrechte Belastung des Stabzuges IT VII V soll bestimmt 
werden. Wir lassen die Wanderlaat P= 1 zunächst am Glieds VII 
im senkrechten Abstände it von dessen Hauptpol 07 angreifen und 
betrachten das Drehungsgleichgewicht dieses Gliedes in Bezug anf 
«einen Hnuptpol 07. Die als aufsere Kraft in 03 angreifend ge- 
dftobte Stabkraft ist ohne Einflufs auf jenes Gleichgewicht, weit ihr 
Angrift^punkt 03 bei einer virtuellen Bewegung der Kette Ol, 
17 VII ruht. 

Am Gliede VII halten sich lediglich die Kräfte /> in 67 und 
das Oleichgewicht und die Momentengleichung lautet I>d = P 
woraus 

,H) n = Pi,i d 

«b Gleichung der Einfiufstinie von D fQr die Bewegung der Last 
i*mm\ zwischen 6 7 und 4 7 gewonnen wird. Für tt=r ist die 
KinfliilMordinate gleich r:rf und für tf — i) gleich Null, womit die 
l*unkte n^ und 47, der EinÜilslinie Fig. lbin> und diese selbst 
fc«tliegen. Die nur ideellen Eioflufsnullpunkte n,i und w^ legen wieder 
»wr diu Hichtungen ((:;7,)(16,) und (4 7,)(;J5<) fest 

Halte dag Fachwerk die Form O/ , . . VI VH\ oder irgend 
ftni andere Form» bei der die Achse des Stabes (03) (6 7') darck 
4#) IVi 7 des Gliedes VII gegen gerichtet, also rf^O wäre, 

P-i( 
^ wflrdo I) — —^ — =» oder , wenn auch P durch 7 gerichtet 



Kndlicb soll hier noch die Einflufslinie der Spannkraft S dea 
«H^ ttO (Fig. 161) bestimntit werden, durch den die zwangläufige 
«lUf tn (»in steifes Gebilde übergebt. Sowohl die in b als die in c 
^ Hulftere Kraft angreifend gedachte Stabkraft 5 hat bei einer 
llon Bewegung der Kette einen von Null Terschiedenen Arbeits- 
Heiilo Kräfte S sind also von Einflufs auf das Gleichgewicht 
ia$ii*>- ^^i"" lassen die Last P= 1 zunächst an der Scheibe 



unbestimmt. 



t4 j 



* 



eibeij^ 
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angreifen und erhalten bei den aua der Figur ersichtlichen Bezeich- 
BTingen für das Drehungsgleicbge wicht dieser Seheibe in Bezug auf 
ihren Hauptpol 04 gegen O die Momentengleichung 

P- « + S- *4 ~ S'S'^ -aih— und daraus 

als Gleichung der Eioflufslinie für die Bewegung der Last P= 1 
zwischen den Punkten 14 uod 45. Für u = ist S=0 und fär 

ti = i?^ *S = c; 1*5' — — «4I. Damit liegen die Punkte »4 und 14« 

der EinÜufslinie Bin^{6>ii) n^4Dinil4:i01a (Fig. 161 i) und diese 
selbst fest. 

^^^^Vl. Formänderung ebener statisch bestimmter 
^^B Fachwerke. 

^H a) Allgemeines; FormüDderua^sarbeit ; Ärbeits^esefze, 

^^ Den Betrachtungen unter I bis V liegt die Voraussetzung m 
I Grunde, dafs die zu einem Fachwerk vereinigten S^täbe an ihren 
I Enden durch reibungslose Gelenke verbunden und die Fach werke 
nur in den Knotenpunkten von fiufseren Kräften ergriffen sind; die 
einzelnen Stäbe also Kräfte nur in der Richtung ihrer Achse auf- 
ztinebmen, bezw. SpannuDgawiderstände (Stabkräfte) nur in dieser 
Richtung zu leisten haben. Unter diesen Yoraussetzungen können^ 
wenn KflickTorgänge ausgeschlossen bleiben, die Formänderungen 
der Stäbe selbst infolge Angriffs äußerer Kräfte nur in elastischen 
LEüigenänderungen bestehen, deren Ermittelung, wenn die Stabkräfte 
bestimmt sind, in bekannter Weise mit Hülfe der Gleichung 

/\*=vri, geschehen kann, worin ^ die Stablänge und S die Stab- 

kraft bezeichnet. Die Bestimmung der veränderten Form des Fach- 
l Werkes &m den veränderten Stablängen ist dann im wesentlichen 
L eine geometrische Aufgabe. 

^^ Vielfach kann man indes die Formänderung von Fach werken 
^%1e diejenige gerader und gekrümmter Stäbe vorteilhaft mit Hülfe 
des Begriffes der Formänderungsarbeit verfolgen. Geht die Form- 
änderung im steten Gleichgewicht zwischen den äufseren und inneren 
Kräften vor sich, so ist, wie man leicht erkennt, die Summe der 
■beiten beider in jedem kleinsten Zeitteilchen gleich Null, d, h, die 
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wjrklicbo äufaere und innere FormS,ndämng3arbeit sind, wie bei 
mmm beliebigem elastisch festen Körper innerhalb der Elastiütäte- 
grenze, absolut genommen, einander gleich; es ist 

9I, = 5t, (vergl. S. 11). 
Beuiebt zwischen den Dehnungen und Spannungen des Stoffes^ m 
dorn die Stäbe bestehen, Yerhältnisgleichheit, so ist die söganiiDOte 
^Vorscbiebungaarbeit** der äufseren und inneren Kräfte p 
doppelt 80 grofs als die wirkliche ilüfsere und ionere Formänderunga- 
arboii St ■ ^2-31,, 3l"-21i und daher auch ?C = ?l|. 

Ist d der Arbeitsweg irgend einer der äufseren Kräfte P\ die 
wir lins im Gleichgewicht mit den (als innere Kräfte anzuseheiiden) 
Stabs pnnnkräf ton von Null anwachsend denkeoi so ist die wirkliclio 
ilu liiere Formanderungdarbeit 

9U = ^'.^ und die VerschiebwigsaTbeit Ul^T-P-d, 

Ferner ist die wirkliche innere Formänderungsarbeit eines Stabs 
von öbeniU gleichem Querschnitt F ohne Eücksicht auf das Vor- 
imcben gleieh 

'~2~E*^~~2~ (T«^l* öl- 4 S. 12) 



.v?:^odir «?-=rsj^. 



2E 
und fnr alle Stäbe 

Daraus ergtht sich die Ärbeita^kidiiuig 
1) 2 />a = 2^-S-J# 

Ql«ichiing 1 gut für ill« im Gleieligewicht der Krlfte !ii5g' 
Uditn ,Tirfti»nto', tob dm ErlftM sdtet etwa unabbingigeo 
V^r^diiebungw i^ and J# der EnolMpakt« und stelU eine sUg^' 
ia«iit« Äb%M^p|kiil twiseiM im iA&mi Krifteo P^. /'^ usw, m^ 
^m SisMxmm S dar. 

LifW wir «Um Kriftel P hm mi tm^ P.. Iiestimmte unveT" 
Mtr^kili« Wirt« b«i so ewAihH M%lick F« ron d«a Stabkräfle><i 
^ «Ml amgiki^H ihiiig% mlBiwIiri. jaie ÄJidenmg aPn b^^ 
iadirttl««« o^ ilkr Stitttilli ni Gtialse. Diif«b teilwei^« 
MNvilliliM dir Gl t well P. nd Lisi^ f&r in Axbeitswe^ 
#ll«r Kf«ll \ «tliiM IM» 
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jt man jetzt den Yerrücliungen d,t und ä * von allen im Gleich- 
riclit der Kräfte mögiielien Werten die der wirklichen elasti3chen 

* > (J 8 'S 



■mänderung entspreclienden bei, setzt also J* — -— = 
t GL 2 über in 



FE' 



so 



ö„ = 



3P^'EF dP„2EF 






In ^■ 



S^'i 



erkennen wir die wirkliebe Formändenings arbeit % 



2 FF 

Fachwerkea und Gl. 3 kann man daher auch scltreiben 

r ö« = ^^W-» d. L in Worten: 

''ird ein in statisch bestimmter Weise spannungsloa 
tgehaltenes Fachwerk von beliebigen äufaeren Kräften 
friffen, so ist die elastische Verschiebung irgend 
les Knotenpunktes in der Hichtnng einer in ihm 
afreifenden äufseren Kraft unter der Voraussetzung 
(Veränderlicher Temperatur gleich der ersten Äbge- 
^^ten der Formänderungsarbeit nach jener Kraft." 
rindet während der elastischen Formänderung gleichzeitig noch 
solche infolge Änderung der Temperatur statt, so hat man in 



Aa=^ '^^-\- 8-et mit t als Wärmeausdehnunga- 

T Sit 



2 zu setzen 

T. Gl. 3 geht dann über in 

^ A. = P- 



Klammerwert drückt jetzt die Summe der Formänderungsarbeiten 
Ige der elastischen Änderung der Stablängen und derjenigen 
eil Wärmeändernng aus. Bezeichnen wir ersteren Anteil mit %.,, 

ren mit 9lJ, so erhalten wir 

''~ai\ SP.' 

In der erste Summand die elastische Verschiebung des Knotens n 
der Eichtung der Kraft P„ und der zweite diejenige infolge der 
tmeändorung ausdruckt Bezeichnen wir letztere, die meist 
fach zu ermitteln ist, mit (5*„^ so wird 



SP 
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wirkliche äufsere und innere Formändermigsarbeit sind, 
einem beliebigem elastisch festen Körper innerhalb der Elast; 
grenze, absolut genommen, einander gleich; es ist 

%a^% (vergl. S. 11). 
Besteht zwischen den Dehnungen und Spannungen des Stoff« 
dem die Stäbe beatehen, Verhältniagleichheit, so ist die sogenai 
j^Yerschiebungaarbeit" der äufseren und inneren Kräfte 
doppelt so grofs als die wirkliche ftufsere und innere Formändera; 
arbeit. ^=2-31., %^^2% und daher auch C = 3l*. 

Ist f5 der Arbeitsweg irgend einer der äufseren Kräfte 
wir uns im Gleichgewicht mit den (ala innere Kräfte anzusehei 
Stabspan nkräf ton von Null anwachsend denken, so ist die w; 
äalsere Formänderung^arbeit 

P-ö 

la = -^"'— ^ und die Vergchiebnnggarbeit C=2''P*d«; 

Ferner ist die wirkliche innere Formänderungsarbeit eines 
von überall gleichem Querschnitt F ohne Rücksicht auf das V(^ 
zeichen gleich 

" o 
2"* 



»roqg 



^-^—•8=^-~ (vergl. Gl 4 S. 12) 



2E 
ütid far alle Stäbe 

% 



.z.^ oder r:^ 



^^'S'Js. 



Daraas ergibt sich die Ärbeitagleichung 

1) i^pd^y-sJü, 

Gleichung 1 gilt für alle im Gleichgewicht der KrS 
liehen „Tirtuellen'", von den Kräften seibat etwa 
Yerschiebungen d und äfi der Knotenpunkte m^^ * , 
meine Abhängigkeit z™ i äufseren IS^t^^t^^ ^^' 

den Stabkräften S 




Legen wir a' 

tr 



anf ö.V^^, )^ 
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Handelt es sich um die elastische Drehung ^fot einer Gerade 
in der Ebene des Fachwerks, so erhält man, wie auf S. 22 für 
ungegliederten stabßrmigen Körper, 

worin Jf„ ein auf jene Gerade drehend einwirkendes, veräDderlicli 
gedachtes äoraerea Kraftmoment ist. Eine etwaige Drehung ä%, 
jener Geraden infolge Temperataränderung kann wieder durch Ädditioa 
berücksichtigt werden. 

Wird ein bereits atatisch bestimmt gestütztes Fachwerk noei 
weiter festgehalten, so wird sein äufserer Gleichgewichtszustand statoh 
unbestimmt und die an den weiter festgehaltenen Stellen auftretenden 
Stützwiderstände oder Stützmomente A' sind als statisch unbestimmte 
Gröfsen anzusehen, Sie haben aber wie alle äufseren Kräfte die 
Gieichungen 4 zu erfüllen. Ruht ihr Angriffspunkt oder ihre Angrifl^ 
gerade während der Formänderung, d. b. ist die Stutzung in ilrneii 
eine starre, so ist für sie ^„ — bezw, J a = und man erhält bei 
gleichbleibender Temperatur 



5) 



^.Y 



= 0, d. h. in Worten: 



Die erste Abgeleitete der Pormänderungaarbeit nicl 
einem statisch unbestimmten Stützwideratande ist 
gleich Null, oder der statisch unbestimmte Stüts- 
widerstand nimmt denjenigen Wert an, für den ^i^ 
Formänderungsarbeit ein Minimum wird. 

Findet während der Formänderung etwa noch eine Toraperator* 
Änderung statt, so erhält man aus Gl. 4 b mit (\ = 

c>% 



5 a) 



a^: 



-~öi 



Ist ferner die Stützung an der Angriffsstelle von JC nicht stüTr 
sondern etwa verhältniagleich dieser Stützkraft in ihrer Ricbtiwi? 
nachgiebig oder verschieblich, so geht Gl. ö über in 
3% 



5 b) 



sa: 



= h'X oder Ql. oa in öc) ... ^ = Jt.X-Ä- 



worin k eine von der Nachgiebigkeit der Stütze abhängige Konstante 
ist. Kommen bei der Stützung des Faebwerkes mehr als eine statisch 
unbestimmte Stützkraft A" yor, so kann man für jede den Ausdruck 
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p und eine Gleichung 5» öa öder ob bilden und so stets die zor 

atimmuDg aller Stützkräfte erforderliche Zahl von ÖleichuDgen 
binnen. 

Wie die in vorstehendem entwickelten Sätze von Caatigliano» 

Hfst sich der auf S, 32—34 abgeleitete MaiwelTsche Satz von 

I Gegenseitigkeit dar elaatiscben Verrückungen in gleicher Weise 

für einen ungegliederten stabförmigen Körper auch ffir ein 

aes Fachwerk nachweisen. Wir wollen ihn indes hier noch wie 

gt verallgemeinern : Eine in irgend einem Knoten ,t eines beliebigen 

chwerks (Fig. 166) angreifende Kraft P, bezeichnet ah P^, werde 

rch eine entgegengesetzte gleiche Kraft P^^ in «^ im Gleichgewicht 



Fig. 1G6. 




halten und dasselbe gelte 
n zwei in zwei andern 
loten h und bi angreifen- 
ri Kräften P, bezeichnet 
t P, und Pt,. Unter 

L Wirkung der vier 
te findet eine he- 
mmte, von der Beihen- 
ge ihres Angriffs unabhängige Formänderung und Formänderungs- 
>eit statt. Wir wollen uns dabei je einen Punkt beider Punkt- 

Fe (tai und hh^ etwa ai und hy, ruhend denken und mit d^^ 
elastische Verschiebung des Punktes a in der Richtung aa^ 
teiehnen, die von der Kraft P^ hervorgerufen wird; ebenso sei 
t die durch P<» bewirkte Verschiebung des Punktes b in der 
chtung hby, während (\i und ö,,t, die von der Kraft Fu erzeugten 
'rsehiebungen der Funkte h und a in den Richtungen bhi und aa^ 
sdrficken. Greifen nun die Kräfte P in a und «j zuerst an und 
't, nachdem die dadurch bedingte Formänderung eingetreten istj 
ch die Kräfte P in h und b^^, so entsteht in if die Arbeit 

-"'-l-P-ö^t und in b die Arbeit ^'f*-. Greifen die Kräfte P 



und 6j zuerst an, so entsteht in a die Arbeit 



2 



und in b 



+ P-f\a. Da die Gesamtarbeit in beiden Fällen die 
he ist, so erhält man wie auf Seite M 



ö. 



Ulf, = 



}bn* 
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^ 



y 



09 



Nennen wir nach Mohr die in a nnd a^ angreifenden Kräfte 
P die ^Belastung des Punktpaarea" »«i und die in b m^ 
b^ angreifenden gleichen Krifte P die Belastung des Punktpaar« 
6&i, ao kann die Beziehung Gl. 6 wie folgt ausgesprochen werden: 

„Die gegenseitige Verschiebung Öta eines Punkt- 
paares 11^ infolge der Belastung P einea anderen 
Funktpaares aa, ist ebenso grofa, wie die gegenseitige 
Verschiebung Öai, des Punktpaarea aa^ infolge der 
gleichen Belastung P des Pnnktpaares />/>j." 

Wir wollen uns non in den Knoten a und «' des FacLwerkes 
(Fig. 167) ein Kräftepaar vom Momente M und in den Pimk-teD 
a-i und öl' einEräfte- 

paar von entgegen- ^^^- ^^^■ 

gesetzt gleichem Mo- --^^ 

ment M wirkend, 
d. h. dm Geradenpaar 
aa' s,a/ durch das 
Moment M belastet 

denken. In der ——^^^ 1^'^ 

gleichen Weise möge ,^ 

irgend ein anderes 

in der Figur nicht dargestelltes Geradenpaar hb' b^h^' durch eiii 
gleiches Moment M belastet werden. Unter der Wirkung dieser 
Momente entsteht eine von der Reibenfolge ihres Angriffs unabhängige 
bestimmte Formänderung. Durch die Belastung des Geradenpaares 
aa' und a^a^ erfahre der Neigungswinkel tp desselben eifle 
Änderung Arp^^ und derjenigen des Geradenpaares hb' ftj/),' eine 
solche ^*p^a^ Ebenso bringe die Belastung M des Geradenpaareü 
hh' h^hy eine Änderung ^^n, seines Neigungswinkels und eins 
solche A(p„i, des Geradenpaares aa' a^a{ hervor. Je nachdem nuD 
das eine oder das andere Geradenpaar zuerst belastet wird, entsteht 

die Formändernngsarbeit ■ " ^^ -f Jf-'^yat + ^ * '^^ 






^^1 



M- Affig 



2 



2 



- , und aus der Gleich setz ung beider folgt 



6 a) Afpt.^ = Jrpt^, 

d. h. „Die gegenseitige Drehung Afp^„ eines Geraden- 
paares bb' b^bi' infolge der Belastung M eines Geraden' 
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paares aa' a^a^' ist ebenso grofs als die gegenseitige 
Drehung Afp^j, des Geradenpaares aa' a^a^' infolge der 
gleichen Belastung M des Geradenpaarea hb' fti&i'-*' 

Ea soll noch die gegenseitige Bewegung eines Panktpaareg 
hh^ und eines Geradenpaares aa a^ai (Fig. 168) in Beziehung 



Fig, 168. 



A 



X' 



X 



gebracht und dabei die 

Belastung P des Punkt- 

paarea gleich derjenigen 

M des Geradenpaares 

gelten, wenn J/= P- 1 

ist. D i e unter d er gleich- 

zeitigeii Belastung P des 

Punktpaares hh^ und der 

Belastung M = P- 1 des 

Geradenpaares aa' a^üi entstehende Formändernngsarbeit berechnet 

sich dann, je nachdem die eine oder die andere Belastung zuerst 



/ 



«>• 



"?i 



angreift, zu M- i|^ + M-Atp^, + ^' '^" 



oder ^^ + P.Ö,„ 



4- 



M'A(p^^ 



Die Gleichsetzung beider Ausdrücke für denaelben 



Wert ergibt P'ö^i,= M^Atf^^, woraus mit J/=P-i wieder 
6 b) 6i,a==A^'nb entsteht^ 

d.i. in Worten: „Die gegenseitige Yorschiebung eines 
Punktpaares hh^ infolge der Belastung J/ = P'l eines 
Geradenpaares aa u^a{ ist ebenso grofs, wie die gegen- 
seitige Drehung des Geradenpaares aa' a^a^' infolge 
gleicher Belastung P eines Punktpaares hh^.*" 

Aus vorstehendem erkennt man leicht auch, dafs» wenn zwei 
Punktpaare, zwei Geradenpaare, oder ein Punkt- und ein Geradenpaar 
ungleich belastet werden, die gegenseitigen Yerschiebungen, bezw. 
Drehungen sich unogekehrt verhalten müssen wie die Belastungen. 
Gleiche gegenseitige Bewegungen entstehen selbstverständlich auch 
bei der „Belaatungseinheit" beider aufeinander bezogener Paare. 

^ Zu einer weiteren Verallgemeinerung des Maiweirschen Satzes 

gelangt man noch durch folgende Betrachtung: 

Wir denken uns auf ein Fach werk gleichzeitig zwei Laaten- 
gruppeii wirken, die wir hier mit P„ und Pn bezeichnen wollen, in 
dem Sinne, dafs unter i^,„ irgend eine zur LaÄtengruppe P^ und 
Pn irgend eine zur Gruppe Pn gehörige Last verstanden sein 

22* 
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soll. Ferner aei unter Ö^^ die Grappe der Verschiebungen ver- 
standen, welche die Knotenpunkte allein unter der Wirlnin^ der 
Lastengruppe J\ je in der Richtung der an dem betreffenden Knoten 
angreifenden Last dieser Gruppe erfahren» und die gleiche Bedeutung 
habe ö^^ bezüglich der Laatengruppe P^, KndHch geien <5„„ mä 
dnn die Gruppen der Verschiebungen, welche die Lastengrappe P„ 
in den Knoten des Fachwerka in der Bichtong der dort angreifendaL 
Lasten der P^- Gruppe und umgekehrt hervorbringen. f 

Unter dem Zusammenwirijen beider Lastgrappen entsteht eine 
von der Reihenfolge des Angriffs der einzelnen Lasten unabhängige 
Formänderung and eine bestimmte innere Formänderungsarbeit. 
Setzen wir voraus, dafs die Formünderung im ungestörten Gleich- 
gewicht der inneren und flufseren Kräfte vor sich geht, so ist auch 
die äulsere Formänderungsarbeit» die Arbeit der Lasten in ihrer 
Gesamtheit während der Formänderung, unabhängig von der Reihen- 
folge des Angriffs der einzelnen Lasten. 

Wir lassen nun einmal die Lastengruppe I*^ und ein zweites 
Mai die Lastengruppe P^ zuerst angreifen und zwar möge der Angriff 
jedesu^al so erfolgen, dafs alle Lasten jeder Gruppe je von Null ans 
allmählich and verhältniagleich anwachsen mit der Verschiebung 
der Knoten, an denen die Binzellasten angreifen in deren EicMiing. 
Dann ist die wirkliche Formänderungsarbeit jeder Lastengruppe für 

sich allelD gleich 2.^"'^** »-— - ^'''^•' 



bezw. X- 



Daneben leistet 



2 """"' ^ 2 

nur die zuerst angreifende Lastengruppe während der Formänderung 
durch die zweite Gruppe noch Verschiebungsarbeit. Diese ist, wenß 
die Lastengruppe P,„ zuerst angreift, gleich 2'<P^»*d„^», und wenn 
die Lastengruppe Pn zuerst angreift, gleich 2'-P„-ö„^. Aus der 
Gleichheit der Summe aller Arbeiten in beiden Fällen folgt 



7) 



^^ -*- tu (ttn »* — ,^ -*^ 11 (Int 



Diese Beziehung ist von Betti zuerst nachgewiesen und hei ("st 
nach ihm das Betti 'sehe 6tesetz, von dem der Maxweirsche SaU 
nur einen Spezialfall umfafsi Bestehen beide Lastengruppen nfimÜch 
je aus einer Einzellast Ft so geht Gl 7 über in d„^^d„,,^ überein- 
stimmend mit Gl. 6. 

Es soll hier noch die unter der Wirkung einer beliebigen Kräfte- 
gruppe Pftt entstehende Verschiebung ö, irgend eines Fachwerkknoteni 
C (Fig. 169) in einer gegebenen Eiohtung verfolgt werden, Diö 



via, Ftirmanderungsarheit ebener FaclHfefkt, 
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der Kräflegmppe P« entsprechende Gruppe yon Stabkräffcen sei S^ 
und die zugehörige Gruppe der Längeiiändernngen der Stäbe »ei 

A *^=-%^ mit ^^ als Stab- Fig. 169. 

längen. 4 und A s^ sind also 
die im Gleichgewicht der Krafte- 
gnippen i> and S^ entstehenden 
virtuellen Veracbiebungen. 

Wir lassen jetzt am Knoten C in der gegebenen Yerscbiebungs- 
ricbtnng eine Kraft 7^= 1 angreifen und bezeichnen die von ihr 
erzeugte und mit ihr im Gleichgewicht stehende Gruppe von Stab- 
kräften mit S'. Kun wenden wir auf die virtuellen Arbeiten der 
Kraft P= 1 und der Stabkräfte S' die GL 1 an, indem wir über- 
legen^ dafs während der durch die Kräftegruppe P„ erzeugten 
Formänderung die Kraft JP=1 am Knoten C die Arbeit l-ö, und 

leisten und dafs 



die Stabkräfte S' die Arbeit l-S''As„ = I' 



FE 



daher, wenn wir in GL 1 unter der Gruppe P der äufseren Kräfte 
die Kraft P=l am Knoten C, unter der Gruppe S der Stabkrifte 
die Kräfte S' verstehen, die Verschiebungsgruppe iS durch die Einzel- 
verachiebung ö^ und A s durch A .^ ersetzen, die Gleichung bestehen muß 
8) . . ^ S''^^ 



10, = Z> 



EF 



worin F allgemein die Gruppe der Querschnitte der prismati3ch 
Torausgesetzten Stäbe bezeichnet. 

Hat man danach die Stabkräfte 8' und S^ für die einzelnen 
Stäbe in bekannter Weise ermittelt und sind die Längen a und die 
Quei^ehnitte F der einzelnen Stäbe gegeben, so bietet die Berechnung 
von ö,. nach GL 8 keine Schwierigkeitea 

Der Quotient S^^-.F drückt die Spannung ö in den einzelnen 
Stäben aus, Ist diese konstant und gegeben, so kann GL 8 auch 
geschrieben werden: 

8a) Ö,= ^^^-S''s. 

F 

Diese Gleichung ist u. a. mit Vorteil in allen den Fallen anwendbarf 

wo zunächst nur das Liniennetz und die Spannung ö gegeben iat, 

nm die Verschiebung irgend eines Knotens in einer bestimmten 

Richtung, etwa die Durchbiegung eines lotrecht belasteten Fachwerk- 

balkens in seiner Mitte zu berechaen. 
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Gl, 8 und 8 a ermöglichen id einmaliger Änweodung diu die 
Berechnung der Verschiebung irgend eines Fachwerkknotens in einer 
bestimmten Hichtung. Um die wirkliche Verschiebung desselben 
zu erhalten, ist seine Verschiebung noch in einer zweiten Bicbtuig 
in gleicher Weise zu ermitteln. Die wirkliche Verschiebung wird 
dann als Diagonale des aas beiden SeitenTerschiebungen gebildet™ 
Parallelogramms erhalten. So könnte man die elastische Verschiebung 
aller Knotenpunkte eines Fachwerks und damit dessen ganze Fora- 
änderung ermitteln. Ein solcbes Verfahren würde sich indes s^ 
mnsi Endlich gestalten. In folgendem soll deshalb noch gezeigt werden, 
wie man die ganze Formänderung eines Fachwerks beqaemer, wenn 
auch nicht mit gleicher, so doch oft hinreichender Genauigkeit auf dem 
Wege der Zeichnung Terfolgea kann, wenn die Längenänderungen Js 
aller Stäbe desselben, sowohl die elastischen als die etwa infolge 
Temperaturänderung eingetretenen, bekannt, etwa aus der Gleicliuii^ 






berechnet sind. 



b) Versehiebttugäpläue. 

Ein Knotenpunkt e (Fig. 170«) irgend eines Fach Werkes sei 
mit den Knoten <i und b durch 
Stäbe 1 und 2 verbunden, deren 
Längen die Änderungen J 1 und 
d 2 erfahren (wovon etwa J 1 
positiv, J 2 negativ)» während 
gleichseitig die Knoten a und l* 
von a nach t<i, bezw. von b 
nach ^1 rücken. 

Die dadurch bedingte neue 
Lage von <■ kann nun wie folgt 
durch Zeichnung gefunden wer- 
den; Wir denken uns die Stäbe 
1 und 2 zunächst in c von- 
einander gelöst, parallel und in 
unveränderter Länge an die 
Punkte Qi und hi verschoben, 
wobei c nach c^ bezw, c^ gelangt. Zufolge der Längenänderungj 




o-'^ 
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den Endpunkten der Strecken A2 und J3 gegen diese Strecken ist 
ci bestimmt Der Knoten d verschiebt sich in der Kichtang da fi 
gegen a um d4 und in der Richtung cd um Ab gegen ei in 




f6) 



-. c. ^§. 



ASS 



^ 



A7/ 



gleichen Richtungen sind ^-14 und Jö von und fj aus anzutragen; 
durch die in den Endpunkten beider Strecken J4 und Jö gegen 
sie 'errichteten Senkrechten wird der Pnnkt ti, festgelegt In 
gleicher Weise erhält man die Lage ded Punktes fj und würdeo 
die Verschiebungen etwa weiterer Knotenpunkte ermittelt werden 
können. Letztere selbst werden durch die in Fig. 171?/ nicht g«' 
zeichneten Polstrahle Obi, 0<*i, 0^/j usw. ausgedrückt. Will maß 
die Versehiehung eines Punktes in bestimmter Richtung habefl, 9<^ 
hat man den betreffenden Polstrahl senkrecht gegen diese liicbtimg 
zü projizieren. 

Mit Hülfe des Yerschiebungsplana (Fig. 171 M ist sowohl 3i® 
Lage eines jeden Knotenpunktes im Fachwerk (Fig. 171«) DacU 
eingetretener Formänderung als auch diese selbst völlig bekann* 
geworden. Diese beiden Zwecke können vielfach nicht diircti 
Zeichnung eines einzigen Versehiebungsplanes allein erreict»'* 
werden; insbesondere dann nicht» wenn das Fachwerk nicht so g^' 
stützt ist» dafs von einem der Stäbe die Lage eines Punktes saiii^'' 
Mittellinie und die Richtung derselben bei eintretender FormänderuD ^ 
des Fach Werks unverändert bleiben, wie dies z. B. beim Stabe ^ 



Vlb. Verseh febungßplän f. 



Mb 



{.171 mtriift. Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so kann man 
t Hülfe eines Verschiebuo^splanes nar die Formänderung des 
chwerkB an sieb bestimiiien, hat aber die Lage desaelben nach 
getretener Formänderung noch besonders za ermitteln. Es ist 
in wie folgt zu verfahren: Man nimmt zunächst die Richtung 
end eines Stabes und irgend einen Punkt seiner Mittellinie in 
ler Lage unveränderlich an und zeichnet, wie zuvor dargelegt, 
eil Verschiebongsplan, der jetzt nur die gegenseitige, nicht 
»r die absolute, wirkliehe Verschiebung aller Enoten- 
ikte ergibt, nur die Formänderung des Fachwerkes an sich, 
ht aber seine richtige Lage nach eingetretener Formänderung 
ennen läfsi Um diese zu finden, ist das Fach werk in seiner 
'änderten Form noch so zu Ter rücken, dafs die Auflagerungs- 
Jingungen erfüllt werden, d. h. dafs die zuvor gemachte wiU- 
rliche Annahme « wonach die Richtung eines Stabes und die 
ge eines Ptinktes seiner Mittellinie unverändert bleiben, was 
a. zu einer teilweisen Trennung des Facbwerkes von seinen 
itzen führen müfste, ausgeglichen wird, das Fach werk auch nach 
igetretener Formänderung in richtiger Berührung mit seinen 
Itzen bleibt Bei der zu diesem Zwecke erforderlichen nach- 
-glichen Äusgleiehsbewegung kann das Fach werk als starre 
beibe und die zumeist sehr kleine Bewegung selbst als Dreh- 
*egiing um einen Punkt O' angesehen werden. Zu der durch 
1 Verschiebungsplan ermittelten elastischen Bewegung aller 
otenpunkte, die wir als von dem Pole des Verschiebungsplanes 
^eisend erhalten haben, tritt also für jeden Knoten noch eine 
'ite unelastische Verrückung, die wir so 
den Verschiebungsplan eintragen wollen, 
i sie nach dem Pol hinzeigi Ist 
ipielsweise Oc^ (Fig. 172) die elastische 
Schiebung irgend eines Knotens c, so soll 

nachträgliehe Äusgleiehsbewegung in der 
htung C2O angetragen werden. Die wirk- 
e Verschiebung von c ist dann c^ci- 

Ist die Bowegungsrichtung zweier Knoten eines Fachwerkes 
?. 173 Ol), etwa h und c, während der Ausgleichsbewegung 
annt, so findet man den Drehpunkt 0' der Bewegung im Schnitt- 
Ükt zweier Senkrechten jener Bewegungsrichtungen in b und e. 



Fig. 17ä. 
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Die gaoze Bewegang ist oun bekannt, wenn noch f&r eineitj 
der Weg nach GrOfse und Bichtungssinn gegeben ist. 



(a) 



Fig, 173. 
1* 



^ (*) 



'-^' 



Ifig 



r^ 



U-— ^^**Ci 



Denkt man sich duq die Wege der einzelnen Knoten \ 
der Drehbewegung um O' nach Richtung und Grsrae so i 
Pol (Fig. 173 6) des Verschiebungsplanes angetragen, d 
Richtung nach dem Pole hinzeigt, und rerbindet die Eai 
«2, h^ ^2' ^2 ^^d t\2 der Bewegungsstrecken, so entsteht e| 
Liniennetz altcde des Fachwerka ähnliche Figur (12^31 
Denn die Polstrahlen O'a, O' h usw. sind verhältnisgleich di 
strahlen öa^f O&j usw. als Wegestrecken der Punkte a^ b^^ 
auch sind die einander entsprechenden Polstrahlen senkn 
einander^ und daher die einander entsprechenden Winkel beider, 
einander gleich; 2f aO'& — 2^'rt^O&2, ->fl & O' e == 2^ ^^ o c^ 

Das System der Polatrahlen Oa^t Ob^ usw. wollen 1 
im Gegensatz zu dem Verschiebungsplan den „Verdrei 
plan" nennen. Aus beiden ergibt sich in den in Fig. 173 
gezeichneten Strecken a^a^, ^2^ ^sw. die wirkliche Vers« 
der einzelnen Knotenpunkte wie in Fig. 172 angegeben, i 
nach vorstehendem zu entwickelnde Gesamtfigur verdient 
die Bezeichnung als „wirklicher Verschiebungsplan 
Zeichnung des Verdrehungsplanes wird durch die oacbgi 
Ähnlichkeit der Figuren a b c de * , , . und a^ K c^ d^ ^ 2 , . 
erleichtert. Hat man nämlich zwei der Punkte ag, 62» ' 
ermittelt, so erhält man die übrigen, indem man zwischen 
Punkten eine dem Liniennetz des Fachwerks ähnliche Figur ti 
Die einzelnen Linien beider Netze stehen senkrecht aufeinanij 




VIb. Verschiebutigspläi 




Ah Beispiel möge jetzt der wirkliche VerschiebaTigsplan zu 
dem einfachen Dreiecksfachwerk ahcde{¥'igA74a) entwickelt werden. 
Der Balken ist in a durch ein festes, in i* durch ein in der Eich- 
tang nn verschiebliches Stützgelenk gehalten und so belastet, dafs 



Fig. 174. 



in den Stäben 1, 4 und 7 

Druck- und in den übrigen 

Zugspannungen entstehen. 

Die LäDgenänderungen J 1, 
A 2^ dS usw. seien danach 
bereits berechnet. Ersicht- 
lich behält keiner der Stäbe 
wäb-end der Formänderung 

[seine Richtang bei. Wir 
^wollen daher zunächst die 
iBichtung des Stabes 1 und 
l'den Endpunkt n seiner 
Mittellinie in seiner Lage 
sls unveränderlich anneh- 
ßien und von dem beliebigen 
^ole O ausgehend, in oben 
dargelegter Weise den Ver- 
schieliangsplan O h^ e^ d^ e^ 
(Fig". 174 fc), in welchem a^ 
mit Oiusammenfällt, zeich- 
nen. Der Plan läfst er- 
kennen, dafa bei der ge- 
dachten Yoraussetzung 
gleichbleibender Richtung 
^es Stabes 1 der Punkt e 
si<^ti in der Richtung Oei 

bewegen^ also von seiner Stütze trennen würde. Es bleibt also die 
entsprechende Ausgleichsbewegung hinzuzufügen, der Verdrehungsplan 
^^ Zeichnen. Da der Punkt a sich nicht verschiebt, so fällt a^ und a^ 
™it o zusammen. Die wirkliche Verschiebungsrichtung von e mufs 
^_^io II nn, €-2 also auf einer durch e, gezogenen Parallelen zu »n 
^"^gBn. Ferner mufs e.j auch auf einer durch O senkrecht zu ae 
gezogenen Geraden liegen, weil die einander entsprechenden Geraden 
^^^ ähnlichen Liniennetze abcde und 062<?2^2«3 aufeinander senkrecht 
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etehen. Damit sind die Punkte <t-2 (in O) und e^ der wirklicben 
VerschiebungsfigQr bekannt und durch Zeichnung; des Liniennetzes 
Ob^c^tkcf ist der Versobiebungsplan selber gefunden. Die Strecken 
«2«!, b^h* *?i^'i ^sw- stellen die wirklichen Verscbiebungen der 
einzelnen Fachwerksknoten und damit die Formänderung des Faeh- 
werkg in vollem Umfange dar. 

Aus Fig. 1 74 f> ist ersichtlich und durch freie Überlegung erkermt 
man, dafs, wenn ein Stab nahe dem einen TrSlgerende in einem seiner 
Punkte und in seinftr Richtung zunächst unverschieblich vorausgesetzt 
wird, die Verschiebungen der Enoten nahe am anderen Ende ver- 
hältnismäßig grofa ausfallen, was zu unbequemer Gestaltung des 
Yerschiebungsplanes fifthren kann. Um das zu vermeiden, ist es 
vielfach zweckmäfsig, einen Stab nabe der Trageruiitte in der be- 
zeichneten Weise zunächst unversehieblich anzunehmen. 

In dem in einem Endknoten e durch ein festes und im anderen 
h durch ein wagerecht verschiebliches Stützgelenk festgehaltenen 
Fachwerkträger (Fig. 175«) werde der Ständer 1 in seinem unteren 
Endpunkte <( ntid in lotrechter Richtung vorläufig unversehieblich 
angenommen und danach in bekannter» aus der Fig. 175 ^ ersicht- 
lichen Weise die Punkte ;>j , t^, * t/i , rj . . . Aj des vorläufigen Ver- 
schiebungsplanes ermittelt. 

Die Lagen der Punkte f'2 und /t2 im wirklichen Verschiebungsplan 
ergeben sich nun aus der Überlegung, dafs der Knotenpunkt *=■ sieh 
überhaupt nicht verschiebt, e^ also mit e^ zusammenfallen, «'^ e^ =0 sein 
mufs, dafa der Knoten h sich auf wagerechter Bahn bewegt, ft-y also 
auf einer Wagerechten durch hi liegen und endlich 7*2 «'a Jl Ae aein 
mufs. Die Zeichnung des dem Trägernetz ähnlichen Liniennetzes 
02^2^-3 . . . /(2 zwischen den Punkten ho und t'o führt zur Bestimmung 
der Punkte h, c^ * * .A ^^^ 9-2 ^^ wirklichen Versehiebungsplanes. 

Vielfach kommt es hauptsächlich darauf an, die lotrechten 
Verschiebungen der Knotenpunkte einer der beiden Gurtungen in 
fibersichtlicher Form zu erhalten. Diese Verschiebungen sind in deo 
lotrechten Abständen der Punkte «, und an, h^ und h^ usw, im Ver- 
schiebunggplane bereits bekannt Projiziert man beide Punktgruppen 
gegen die beireffenden Knotenlote (Fig. 175 f), so kommen die Punkte 
üL />a, c'i usw, in eine Gerade e'^U zu liegen, während die Punkt- 
gruppen e'i^ ('i, h[t fi und /ii, sowie ej, d[^ (([, g[ und h[, in denen h[ 
mit Jt'i und e[ mit cs zusammenfallen, je einen gebrochenen Linienzng, 



das sogenaDQte „Biegungsvieleck'*, oder die „Biegiingslinie" der 
oberen bezw. unteren Gartung bilden. Die Gerade h^ t-i Ist die gemein- 
same Schlufslinie derselben, die Grundlinie, gegen welche die Durch- 
üegung in den einzelnen Knotenpunkten des Trägers zu messen ist. 

Fig. 175. 
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In gleicher Weise kann man auch die wagerechte Verschiebung 
der einKelnen Knotenpunkte durch ein Biegungsvieleck daratellen. 

Würde die Verschiebung der Knoten h und e (¥ig. 175a) in 
der Richtung des Stabes 1 gegen ff gleich ausfallen, A| und i\ also 
im Verschiebungsplane (Fig. Ylhh) in gleiche Höhe zu liegen kommen, 
so würde i\ mit Aj und folglich auch alle Punkte %, &21 ^1 ^^- 
in einen Punkt zusammenfallen und die Schlufalinie der Biegungs- 
vielecke heider Gurtungen wagerecht liegen. 



i 



0,U2...i, 



^.A - - ^ iL Mi «i ^ 
«Ü .1^, Jj^, . . J*«,, bn J^^ J*s , . . J#, 



tafet, My,«0. vj«j^, Vi*-»«^-r J^=Ja,-fiJ^] 

T\f. ITC 



^«»•fc^^Zid^ 



1^ a 



>l^<d%*^^ 



rAö^ -^-^ 



*^,*i^. 



%^A% 



Int der Stabiag Gurtang eioea Fachwerkträgers, so hängen ^*^ 
«jiHHilfwn WinkeJänd«run^eii Ad und also auch die samraariscb®** 
Ändenrngen v^ der RicbtuDgen der einzelnen Gurtstäbe nicht t»^ 
vctfi rf«n Lfingenftiiderangen dieser Belbst, sondern auch von derjeni^^** 
dm Wandgl jeder ab. In folgendem aollen diese Winkeländemn^^^ 
iintiir rtor VorausHotzung eines einfachen Dreieckfach werkea bestim**' 
ww(Un, Wir führen sie zurück auf die Winkeländerutigen in d^ 
mrMwn Droiocken, aus denen daa Fachwerk besteht Das Drei^*^ 



J 



Vit. Die Bie^mgstmif ais Seileck. 
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(Fig, 1I7J gehöre einem solchen Fachwerk an, und seine 
a» & mid € erfahren die Längenlnderungen Aa^ Ab tind Je. 
Lot h TOß A anf die Gegen- 
fl gefällt, teile diese in die Fig-^liT. 

sbDitfca X und ?/. Sind ferner 
md 5ty die entsprechenden 
j dea Winkels a, so ist 



sin Q(* = ' and 



81D a„^- 



iÄ 



s^ 



die Längen- und Winkel- 

ongen sehr klein ausfalleD, ao kann man die Abhängigkeit beider 

äoander mit hinreichender Genauigkeit durch Differentiation ans 

Gl. 1 und 2 ableiten. Wir erhalten 

, b^Air^.r-/ib ... . c-Ji/ — y-Ac 
cosa^-J^ij — p5 — and 4) co%<i^'Aay = ^^ — f 



b^ 



rau3 



' & ■ COS <X, 

nch, da /i cos a, = r- • cos % = /t ist, 



Ja^Ja^4-^*if = 



/las — x-r- äy — y 



+ 



e-coaotj, 



y jAy Ac 



Nun drücken die Quotienten in den Klammern die Dehnungen 

Jen Dreiecksseiten aus. Bezeichnen wir die Spannangen in den- 

., , , ^ A.r Ali <j„ Ah 6h , 

en mit Oo, ^^ und o,, so ist -— = —- = -77, -— — -^- und 

.r y ± h h 

^-^, worin E die für alle Stäbe gleiche Elastizitätszahl he- 

inet Beachten wir noch, dafs j =cotg;' und ~ = cotg ß, ao 

eibt sich Gl. 6 

. , , ^Ja = (ö«— öfe)catgr + (ö^-Or)cotg)S. 
Id gleicher Weise erhält man für die anderen Dreieckswinkel 
Änderungen 

M' Aß^ + (öt, — ö^) cotg a 4- (öt— (?„) cotg ;' 
[ E'Ay = + (o^— ö«) cotg ^ + (o, — tfj) cotg a 
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Dabei ist zu bemerken, dafs die einzelnen Summatiden rechtsseits 
der Gl, 7 je einmal positiv und einmal negativ vorkommen, 30 dais 
die Summe der drei Wiakeländerun^en sich gleich Null heransätallt 
ein Ergebnis, das erklärlich wird^ wenn man bedenkt^ dafs die Sammg 
der drei Winkel eines Dreiecks sich nicht ändert. Sind also die 
Änderungen zweier Winkel bestimmt, so ergibt sich die Änderung 
des dritten aus der Gleichung Ja + J^ + J/ = 0. 

Kommen neben den elastischen Dehnungen noch Ausdehnuagen 
der Stäbe durch Temperaturschwankungen vor» so kann man diese 
durch entsprechende Spannungszuschläge £'t*E berücksieh tigen, 
wo einer Temperaturabnahme eine Druck*, einer Zunahme eine 
Zugspannung entspricht 

Handelt es sich um die Änderung des Winkels 0^ an dem 
Knotenpunkte r eines Pachwerks (Fig, 178), in welchem die Dreiecke 
i und // mit den Winkeln otj und «2 zusammentreten, so ist 
^^ = «1 +02 und daher 



Fig. 178. 
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Sind nun öj, Cj, Ö3, c*^ und ör, die Spannungen in den die 
Dreiecke / und // einschliefsenden Stäben 1, 2, 3, 4 und 5, so ist 
nach Gl. 7 



JE • J «1 = (02 — ö, ) cotg /i 4- (02 — <?3) cotg ßi und 
jg.^ os = (tf4 — Ö3)cotg;'s + (04 — ^5) cotg ßz 



und daher 



m 



j E.Ad,^{a^ -- ö, ) cotg ;^i+(ö2 — ö;J cotg A+(ö4 — <Ja)c<'^^-^2 
\ +(Ö4 — rtJcotgÄ- 
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Mit Hülfe der GL 10 kann man die Änderungeo aller Winkel ö*, 
welche die Gurtstäbe miteinander einschliefsenj durch Hechnung finden. 
Die Anzahl der Glieder der rechten Seite ist dabei atets doppelt 
m grofs, als die Zahl der Dreiecke, welche je mit einem Winkel 
in dem betreifenden Knoten zusammentreten. 

Die einzelnen Summanden im Ausdrucke für z(^^ können, wenn 
die Spannungen bekannt sind, leieht wie folgt auch durch Zeichnung 
gefunden werden : Auf den vom Knoten r auf die gegenüberliegenden 
Seiten 2 und 4 der Dreiecke / und II gefällten Loten trägt man 
von r aus die Spannungaunterschiede» wie aus der Figur ersichtlich, 
Dach einem geeigneten Mafsstabe auf und zieht durch die Endpunkte 
der betreffenden Strecken Parallelen zu den Dreleeksseiten 2 und 4. 
Die Abschnitte dieser Parallelen, welche von den Höheo der Dreiecke 
und deren in r zusammentretenden Seiten begrenzt werden, drucken 
jene Summanden aus. Eine weitere vielfach vorteilhafte zeichnerische 
Ermittelung der Summanden ist in Fig. 178« angedeutet und aus 
derselben ohne weiteres ersichtlich. Die Vorzeichen der die Summanden 
augdrückenden Abschnitte werden durch diejenigen der betreffenden 
Spannungsunterschiede und der Cotangenten der zugehörigen Winkel 
bestimmt und sind leicht zu beurteilen. 

Wir bedenken nun, dafs die Biegungslinie der Gurtunj^ eines 

Machwerkes oder irgend eines anderen Stabzuges wie jedes Vieleck als 

Seikck beliebiger endlicher, insbesondere auch paralleler Kräfte 

angesehen werden kann. Es handle sieh um die Biegungslinie eines 

Stabzuges 01234 . . , n . . . (Fig. 119 a). Die Verschiebungen 

"^h^ ^yn ^^^2 ■ ' • -',Vnt welche die Knoten des beliebig belasteten 

Stabgebildes in einer bestimmten Richtung erfahren, seien in dieser 

■Richtung von einer zunächst beliebig angenommenen Geraden ss 

aus aufgetragen und durch Verbindung der so erhaltenen Punkte 

^^^ Biegungslinie für die Verschiebungen in jener Richtung ber- 

feätellt (Fig. 179&). Es soll nun untersucht werden, für welche 

'^ der Verschieb ungsrichtung wirkend gedachten, durch die Knick- 

''nkte der Biegungslinie gehenden Parallelkräfte diese sich als 

^*leck ergibt. Di« von dem beliebig angenommenen Pol O aus- 

^^«iiden PüMrahlen J, II, III usw. (Fig. 179 c) müssen den 

^tspfechenden Seiten des Biegungsvielecks parallel sein und liegen 

*^Urch fest. Legen wir jetzt durch den so erhaltenen Büschel 

^^ Polstrahlen eine zur Verschiebungsriehtung parallele Gemde, so 

t«ek, Slaitüitltalelire. IT. ^3 



X 
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achneiden die Strahlen auf dieser Geraden w'i» m'2 ^^- ^^ 
Kräfte gedacht, in ihrem GrOCseDTerhiltnis zueinander die 
linie als Seileck ergeben. Ziehen wir nun durch 

Fig. 179. 
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benachbarte Knickpunkte der Bieg ungslinie, etwa durch 
zur Geraden ss Parallelen V% und 2"6\ je bis EIK 
Kraftlinie und verlängeren die Seite 11 bis zum Schnitt 
Kraftlinie durch 3", ao erhalten wir aus der Figar leich 



3^3l-64^2-,dy,)^ ttnd 3'31 = ^1/3- J.Vji 

und indem wir beide Gleichungen voneinander abziehen 

10) X^' = {Ay.^ ä i/i) ^-{A V, — ä V2), 

worin ^^,Ä^ usw. die Abstände der durch die Knoten des I 
der Verschiebungsrichtung gezogenen Parallelen vonoinandJ 

Tat nun H die vorläufig beliebig angenommene 
ferner wegen des Paral''''^ma3 der Polstrahlen // und 
Seileckaseiten // un'' ' ' . H' ^=* kk^ • i.j : fl und dah« 

' 'fn-i , '■' If 



'- rn 



fiaem recbtw 1 
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jfm~l^'"Äch9e in der Verschiebungsrichtung liegt, «nd ß^, ß^ , . . A 
Neigungswinkel der Stabachaen gegen die JT- Achse, so ist 
J) Pn — ,Vn -i — Sn-nin ß„ . 

Für die mit der Formindeiiing des Stabzuges elntretendeD 
l«inen Änderongen Jt/„, At/^^u ^»n ind Aß^ erhält man mit 
iDf eichender Genauigkeit durch Differeoziation der GL 12 die Be- 

Ap„^Ap„_i = A»^' sin ß» + ^„- cos ßn-Aßn. 
[firaer ist nach der Figur 

^ = -?ii-cos^„» und daher aach 
^3/„ — Jj/„-i _ A 




A%j^^ — Ay^ 



— -^-^. tg ßn + Aß^ und ebenso 



Mit diesen Beziehungen zwischen den Änderungen der Ordinaten, 
Hnkel und Stablängen und wenn naan H=l, gleich der Einheit 
ler w- Werte setzt, nimmt Gl. 11 die Form an 

^n ""frt -H 1 

Da weiterhin 180'' — ßn-\- ß^+i — '^» und demnach 
— Aß,,-^A ^„+1 = A ^„, ferner 



ao wird auch 



en^i E 

\A) i:wn^—Aß^E-l-a,rtgßn — o„ + -i'igftn-^i- 

Ändert in Gl, 14 einer der Winkel ;9„ oder ß„ + \ sein Vor- 
ziehen, oder tritt bei beiden eine solche Änderung ein, so kehren 
auch die zugehörigen Tangenten werte ihr Torzeichen um, und ebenso 
tind bei Berechnung der Hülfikrafte u>,, die Vorzeichen der Stab- 
lannungen a^ und <T„.(. i zu berücksichtigen. 

Es bleibt noch festzustellen, wie die zur Ermittelung der 
Biegungslinie als Seileck zu benutzenden Hülfskräfte w, nach Müller- 
Breslau „w-Ge Wichte" genannt, bewertet werden sollen. In Gl. 13 hat 
n\ ersichtlich die Bedeutung einer reinen Verhaltniszahl, die wir 
als Kraft ansehen können. Gleichung 14 dagegen drückt die 
Gleichheit zweier Spannungswerte aus. Setzen wir darin die Einheit 
der 7r- Werte gleich £, so nimmt die Gleichung die Form an 

L«.„ = {^ - 5i+i|Alü _ J ö,) E. 
33* 
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Dario ist der Klammerwert rechtsseits eine reine Zahl nnd 
daher w« wie E eine Spannung, also wirklich eine Kraft ZeieiDec 
wir zu den nacb Gl. 15 ermittelten «'-Gewichten mit der Pol weite 
I1=\'!=E ein Seil eck, so erhalten wir damit die wirklicbfl 
Biegung9linie des Stabzuges, deren Ordinaten Jy im LängenmaJä- 
stabe der Figur zu messen sein würden. Dabei würden diese indfö 
meist so klein ausfallen^ dafs der erreichte Genauigkeitsgrad duD 
zu stellenden Anforderungen nicht genügen würde. Dieser Mangel 
läfat sieh indes leicht beheben, wenc man die Polweite niclit 

11=1 = IC, sondern m-fach kleiner wählt, alsoi?^^^ setzt Die 

m 

äy erscheinen dann in y/i-fach gröfserem Mafastabe. 

Bei Aufzeichnung des Seilecks bleibt die Frage noch offtn, 
wie die Scblufalinie ^«, die Grundlinie für die Verschiebung^ 
ordinaten ätj festzulegen ist» da das Seileck zunächst nur in dem 
Linienzuge i, /i, 111..^ eracheiot Wir bedenken nun, daß 
wenn die Verschiebungen Jv/ f&r irgend zwei Knoten bekannt siod,. 
etwa für die beiden gestützten Knoten den Wert Null haben, 
damit auch die Schlufslinie des Seilecks festliegt. 

Handelt es sich nur um die Ermittelung der VerschiebiingeTi 
Jy der Knoten in einer Richtung» etwa um die Durchbiegung der 
Gurtung eines Fach werkbalk eng, so ist die Aufgabe mit der Zeichnung 
des Seilecks zu den w- Gewichten in jener Richtung gelöst. Ist 
dagegen die Verschiebung der Knoten in der Ebene de^ Stabzug«3 
ganz allgemein zu bestimmen, so würden noch für eine zweite 
etwa zur ersten senkrechte Richtung die Versebio bangen A,r zu 
enuitteln sein. Das könnte wiederum durch Zeichnung eines Seil- 
ecks zu den in der ,i- Richtung nach GL 15 zu berechnenden 
«^-Gewichten geschehen, wobei tg^ durch — cotg^ zu erset^n 
sein würde. In solchem Falle kommt man indes meist schneller 
durch Zeichnung eines Verschiebungsplanes zum Ziele, dessen vorteil- 
hafte Zeichnung für diesen Zweck mit Hülfe der dd,^- und J Un- 
werte sogleich noch dargelegt werden soll. Von dieser Methode 
kann man zweckmäfsig auch dann Gebrauch machen, wenn die 
Verschiebungen in einer Richtung ermittelt werden sollen, die mit 
der Richtung eines der Glieder des Stabzuges zusammenfällt, in 

welchem Falle nämlich mit dem Richtungswinkel des Stabes ß — -y 

sich für jeden der beiden benachbarten Knoten ein unendlich 



ÜhM 
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)r3e3 w-Grewlcbt ergeben und die Zeicbnutig der Biegangalinie 
Seileck daher ScbwierigkeiteQ begegnen würde. 
Wir wollen nun die Biegangalinie der unteren Gurtung des 
ogen&ebnenträgers (Fig. 180 a) als Seileck ermitteln. 

Der symmetrische Träger sei bo belastet und seine Stabe 
jkben solche Stärkenaboiesaungen, dafs in ihnen die in die linke 



Fig, 180. 
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der Figur in at eingetragenen Spannungen entstehen. Die 

ach sich ergebenden Winkeländerungen ^a, mtiltipliziert mit JE, 

nd nach Ql. 7 in der in Fig. 178« dargelegten Weise zeichnerisch 

Qittelt und in die rechte Hälfte der Fig. 180 a in at in die be- 

eff enden Winkel eingetragen. Da die untere Gurtung wagerecht 

und daher alle Winkel ß (Fig. 179) gleich Null sind, so erhält 

in für die «'-Gewichte einfach Wn = EAd,, und zwar werden 
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mit Bezog auf Fig. 180« und Gl 15 für die Knoteopunkte 

d, e und/ die lotrecht gedachten w- Gewichte der Reihe vat 

w^^wf-^ — (— 1200- 120) = 1320*^ 

w, = w, = — (100 — 520 — 55) = 475 '* mä\ 

w-d (—2.300-2-520) = 1640 »^ 

Diese w- Gewichte sind in Fig. 180^ za einem Krafteclc lotrechte 

einander getragen und sodann ist mit der Polweite 11= — = ^t^ 

tu ly 

= 2000** das Seileck Fig. 180 c gezeichnet. Da die Stükpi 
tt and <; lotrechte Vergeh iehungen nicht erfahren, so geht die Sei 
linie VII durch die Schnittpunkte a und ff' der Stiitzlote mil 
Seilecksaeiten / und VI, Die Verschiebungen Ji/ erscheinei 
der gewählten Polweite im Verhältnis zu dem Lungen raafsstab 
Figur in 1000 fach er Vergr5fsarung. 

Die Biegungslinie der oberen Gurtung wollen wir nun mit 
eines YerschiebnngsplaneB aus den Ricbtungsänderungen «/'(» i 
und den Längenänderungen Jl, f2 usw. der St^be ableiten, 
anzuwendende Methode soll zunächst allgemein erläutert weri 

Wir verfolgen die Bewegung eines beliebigen Stabi 
(Fig. 181) irgend eines Fach wer kes während dessen Fornaänd 
Der Endpunkt a des Stabes bewege 
sich von « nach a^ und aufserdera 
finde eine Richtungsänderung y und 
eine Längenänderung J4i des Stabes 
statt. Die Lage des Punktes h nach 
eingetretener Formänderung findet 
sich dann wie folgt: Man denkt 
sich den Stab zunächst parallel mit 
sich selbst in die Lage a^b* ver- 
schoben, fügt die Längenänderung 
As — h'b" hinzu und dreht den ver- 
längerten Stab im Punkte (/, um den Winkel v' in die Lage a^ l 
ist dann der Kreisbogen b" bi = y}(s'^ Js). Bei der Kleinh 
in Frage kommenden Bewegungen kann man mit hinreichenc 
nauigkeit den Kreisbogen durch ein Lot h" b^ gegen a, b" erseta 
das Produkt der beiden sehr kleinen Gröfsen ip und Je geg 
vernachlässigen. Bezeichnet man die Länge des Lotes mit q 



Fig. 181. 
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oem die Gröfsen J^, i^' und q ermittelt sind, kann die 
^age des Punktes h^ ohne ZeichnoDg der Fig. IHla in der aus 
f^%. l^lh emcMlicheD Weise bestimmt werden. Wir tragen» von 
irgend einem Pole O aosgehend, den Weg des Punktes a nach 
Ricbtnng und Gröfse 0(/^ = <i^j an, fögen in a^ unter Beachtung 
^m Richtungssinns die VerlängeruDg J^ an und errichten in deren 
Endpunkte das Lot q. Die Verschiebung des Punktes h ist dann 
nach Richtung und Gröfso gleich dem Polstrabl Oh^ , Der Richtungs- 
sinn der Strecke o hängt vom Vorzeichen der Richtungsänderung yf 
^des Stabes ab und ist leicht zu erkennen und zu berücksichtigen. 
Kach dieser allgemeinen Darlegung entwickelt sieh der Ver- 
" schiebongsplan des Stabzuges der oberen Gurtung des Trägers 
(Fig. 180 ti) wie folgt: Die Änderungen der in den Knoten b\ c\ 
d\ e' und /' zusammentretenden Winkel sind in der Form Jol-E 
üi Atmosphären in die rechte Hälfte der symmetrischen Fig. 180<x 
eingetragen, und zwar ist Jdt„ = A df, = 79:> ** , äd,-~=.\ d^i = 710'* 
und jT9rf,=2'720=1440'». Um die wirklichen Winkeländerungen 
zu erhalten, sind diese Zahlen durch E zu teilen. Wir wollen uns 
nun den Stab 4' in seiner Richtung und in seinem Endpunkte d' 
festgehalten denken, so dafs seine Hichtungsänderung ^'4^ = wird. 
Die übrigen Stäbe erleiden folgende Hicbtungsänderungen : 

^^H yj.,,^iif^.-{-Ad,,:E^(lUi}-\-7lO):E=2lDO:S und 

V Die Länge der Stäbe ist l' = G' = 5'°, 2' = ,y = 4j0", 
3'= 4' = 4". Die Längen J.? und die Strecken q sollen nun wie 
die Verschiebungen Jj/ (Fig, 180*^ im Verhältnis zu dem Längenmafs- 
stabe (Fig. ISO«) in l(KX)facher Vergröfserung aufgetragen werden, 

1 Bei den in die Unke Hälfte der Fig- 180 a eingetragenen 

Stabspannungen erhalten wir danach 
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Ferner wird nach Ol, 16 
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Bei Aofzeichnung des Verscbiebungsplanea (Fig. 180 rf) ist 
von einem beliebigen Pol O ausgegangen, der mit d\ EasammeD- 
fällt, weil iV zunächst als festliegend angenommen wurde. Der 
Punkt t?' bewegt sich wagorecht um .14' nach links; ea ist 
d\e'i—A4'. In e\ wird Ab'jb' angetragen und im Endpunkte ein 
Lot von der Länge g^ errichtet, wodurch // festliegt. In gleicher 
Weise wird ItJ' und t>i;' hinzugefügt und ff\ erhalten. Ebenso er- 
hält man für den Teil des Stabzages links von d' im Verschiebangs- 
plane die Punkte cl , b'i und a\ . Der Stabzug ist noch so zu verschieben, 
dafs die Stützbedingungen erfüllt werden, Das feste Stützgelenli n 
verharrt an seiner Stelle; der Punkt a*, des wirklichen Ver- 
schiebungsplanes (Fig. ISOtiT) fällt mit ff[ zusammen, ^/g liegt li> 
recht unter tit.,* "^"^^ ^^ ^^^ Stützgelenk ff nur wagerecht n 
schieblich ist, in der Wagerechten durch ;;; . Wir zeichnen pii^Ml 
zwischen die Punkte cig und f;^ den dem wirklichen Stabzuge ad^^ 
ähnlichen Streckenzug a^d^g2 ^"<^ erhalten in den Polstrahl^^ 
0^2, Oh^ usw. die Verschiebungen der einzelnen Knotenpunkte d ^«^ 
Stabzugea. Aus dem wirklichen Verscbiebungsplane entwickeln ir^ 
in der auf S. 349 dargelegten Weise die Biegongslinie a"d" 
(Fig. 180 f) des Stabzuges ad'g. 

Die beiden Biegungslinien des Ober- und Untergurtes (Fig, 180 
und Fig. 180^) hätte man auch einfach durch Berücksichtigung de- 
Längenänderungen der Ständer auseinander entwickeln kanneHfi 
woraus sich eine wirksame Kontrolle ergibt. Im Mittelstander 
sind z. B. die Spannung und Längenänderung gleich Null, d und 
d' bewegen sich lotrecht um dasselbe Mafs 9,4""". Für den Ver-] 
schiebungsplan (Fig. ISOrfJ ergibt sich noch daraus eine KontroU« 
dafs die Strecke tj^^g'i die auch anderweit leicht zu berechnendi 
gesamte Längenänderung des Stabzuges der unteren Gurtang darsteU' 
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) Die Bieguugalinie aJs EinflursUttie für elastische Verschiebuugeii- 

Die elastiaehe Verschiebung, welche irgend ein Punkt n eines 
achwerks in einer bestimmten Richtung unter der Wirkung einer 
rappe P von Parallelkräften, etwa lotrechter Lasten, erfährt, kann 
nter umständen vorteilhaft mit Hülfe einer Einfluralinie ermittelt 
erden. Ea soll hier die Einflufslinie für die Verschiebung des 
Knotens n des in Fig. 182« dargestellten Fachwerkträgers in der 
ichtuBg rr für lotrechte Lasten entwickelt werden. Wir lassen 



Fig. 18S. 
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knoten n in der Richtung rr eine Kraft K=l angreifeD, er- 

Sitteln in bekannter Weise die dadurch entstehenden Stabkräfte 
die StahspaoDungen und die Lüngenänderungen J# der Stäbe 
bestimmen nach einem der unter b erläuterten Verfahren die 
*1 As-Weriet] entsprechende Biegungslinie ahc (Fig. 182?/) des 
lasteten Gurtes für die Verschiebungen in der Bichtung der 
*^teii. 

Nach dem Maiweirschen Satze ist dann die Verschiebung^ 
^Iche eine in irgend einem Knoten m angreifende Kraft P== 1 im 
■Öoten «'in der Richtung rr erzeugt, ebenso grofs wie die lot- 
*«hte Verschiebung rj^, welche die in n in der Richtang j^r 
'wirkende Kraft K—1 im Knoten ?« hervor bringt. Die Ver- 
^CMebungsordinate )/„ des Punktes tn geraessen in der Richtung der 
Lasten ist daher zugleich Etnilufsordinate für die Verschiebung ö^ des 
^onktes n in der Richtung 7^r und die Gesamtverschiebung ö^ 
rhält man in der Form 

Haben die angreifenden äufseren Kräfte P verschiedene Richtung, 
Ifst sich ihr Einflufs auf die Verschiebung 6^ nicht durch eine 
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Einflufslinie darstellen. Man erkennt aber leicht, dals der EMaf^ 
einer jeden Kraft verhältnisgleich ist der Verschiebung, welche ür 
Angriffspunkt in ihrer Richtung durch die Kraft Eins in dem 
Punkte n angreifend, erfährt und die man als Einflufazahl der 
Kraft iu Bezug auf die geauchte Verschiebung bezeichneD kann. 



e) Anwendung auf statisch nnbestimnite Fachwerke. 

Ein atatisch unbestimratea Fachwerk entsteht» wenn im Gleich* 
gewicht der an and im Fach werk tätigen äuf^eren und innereo 
Kräfte ein oder mehrere statische Zwecke doppelt erfiltlt werden, 
d. h. wenn ein oder mehrere bereits unverschieblich festliegende 
Knotenpunkte des Fach wer ks noch weiter festgehalten werden. 
Geschieht dies, indem in ein statisch bestimmtes Fachwerk von 
2« — 3 Stäben über diese Zahl hinaus noch weitere Stäbe hineia- 
gefügt, also gewisse Knoten des Fachwerks gegenseitig mehr als 
einfach festgehalten werden, so nennen wir das Fach werk „ inner- 
lich^, d. b. in sieb, statisch unbestimmt, oder kinematiscli 
Überbestimmi Erfahrt dagegen ein in sich statisch bestimmtes 
und In statisch bestimmter Weise gestQtztes Fachwerk in äom 
oder mehreren Knoten weitere Stützung, ao ist das Fachwerk 
äufserlich statisch unbestimmt. NaturgemSlfs kann ein Fachwerk 
auch gleichzeitig „innerlich** und ^äufserlicb" statisch un- 
bestimmt sein. Andererseits kann, wie man leicht erkennt, ein 
statisch nicht steifes in sich verschiebliches Fach werk mit weniger 
als 2n — 3 Stäben durch entsprechende Vermehrung der äofserea 
Stützen oder Stfttzwiderstände in ein un verschiebliches, steifes Facli' 
werk verwandelt werden. Beispielsweise würde der Fachwerkbalkfifi 
(Fig. 183) beim Fehlen des Stabes 4 6 in sich nicht stei^ wd 
wenn er in den Knoten O und 1 2 lediglich durch ein festes und 
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ein bewegliches Stützgelenk gestützt würde, gegen einen liirseTen 
Kräfteangriff nicht unverschieblich, nicht standsicher sein. Durc^ 
weitere Stützung etwa vermittelst eines verschieblichen Stützgeleti^^ 
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im Knoten 6 oder durch unverschieb liehe Änordoang beider Stfitz- 
gelenke in O und 1 2 würde die Stand Sicherheit erreicht werden. 
Fehlte neben dem Stab 4 6 etwa auch der Stab 5 7, so würde 
^ darch die weitere Anbringung eines verschieblichen Stützgelenkea 
fin ^ allein die Standsicherheit nicht herbeigeführt, wohl aber 
würde dieser Zweck durch gleichzeitige Umwandlung des ver- 
schieblichen Stützgelenkes in '> in ein festes, d. b, durch Hinzufügung 
zweier Stütxwerte oder Stützwiderstände erreicht werden. Bei 
derartigen Umgestaltungen des statischen Zustandeg von Fachwerken 
ist indes insofern Vorsicht geboten, als nicht in allen Fällen jeder 
Stab eines Fachwerkes durch Hinzufügung eines Stützwiderstandes 
statisch vollwertig ersetzt werden kann. Bei Fortnahme des Stabes 
5 7 (Fig. 183 a) und Umwandlung des beweglichen Stützgelenkes 
O in ein festes würde beispielsweise, wie man sich leicht überzeugt, 
der Zustand des nur in O und 12 gestützten Balkens gleichzeitig 
kinematisch und statisch unbestimmt werden. 

Endlich kann ein innerlich statisch bestimmtes, äufserlich aber 
ein- oder mehrfach statisch unbestimmtes Fachwerk durch Beseitigung 
eines oder mebr Stäbe stets auch in ein statisch bestimmtes Bau- 
werk fibergefübrt werden. Beispielsweise würde der in sich 
statisch bestimmte, äafserlich aber statisch unbestimmte 
Facbwerkbalken (Fig. 184 a) durch Beseitigung des Stabes 5 7 in 
einen statisch bestimmten Zustand übergehen, ohne dafs seine 
atatische Steifheit aufgehoben würde. Derselbe Zweck würde durch 
Beseitigung des Stabes 4 6 erreicht werden, 
■ Jedoch ist auch hierbei wieder Vorsicht geboten und nicht 
durch Beseitigung eines beliebigen Stabes wird der Zweck immer 
erreicht. Bei parallelen Gurtungen, wie sie der Träger (Fig. 184) 
aufweist, würde z. B. durch Beseitigung eines Wandgliedes, etwa 
des Stabes 4 5 ein Stabgebilde entstehen, das weder statisch steif 
noch statisch bestimmt wäre. 

Von dem Verfahren, ein äufserlich ein- oder mehrfach 
statisch unbestimmtes Fachwerk durch Ausschaltung eines oder mehr 
Stäbe für die Berechnung statisch bestimmt zu machen, wird unter 
Umständen mit Vorteil Gebrauch gemacht bei der Bestimmung 
der Stabkräfte in statisch unbestimmten Fachwerken. 
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Einfacli statisch anbeatimmtes Fachwerk. 

Die Frage der Berechnung statisch unbestimmter Fac 
ist im wesentlichen eine Frage der FormäDderimg. Ist das Fach- 
werk nur äufserlich einfach statisch unbestimmt, so ist der nächst- 
liegende Weg zu seiner Berechnung der, dafs man eine Stütze, 
bezw. einen Stützwiderstand als beseitigt aDDimmt und dadurch 
den Zustand des Bauwerkes statisch bestimmt macht Unter der 
Wirkung der Belastung wird der Stützpunkt, der hier aHgemein 
mit n bezeichnet werden möge, dann in entgegengesetzter Richtuiif 
des beseitigten Stützwiderstandes eine elastische Yerschiebung <5„,. 
erfahren. Ist die Stützung des Bauwerkes in n und in der Richtang 
des beseitigten Widerstandes eine starre, so bat dieser die Ver- 
schiebung ö„j, aufzubeben oder zu Terhlndernt wodurch seine GrÖfse 
bestimmt ist. 

Bezeichnen wir das Mafs, um welches der statisch unbestimmt« 
Stütz widerstand .Y, als aktive Kraft gedacht, den Stützpunkt n zn 
verschieben vermag mit ö„^,, so mufg nach vorstehendem die 
Gleichung bestehen 

1) <V-\v = '^- 
Bleiben die entstehenden Spannungen innerhalb der Pro- 

portionalitätsgrenze, so ist ö„ ^, verhältnisgleich der Kraft A' und j 
d,jj.= X'ört„, wenn d^^ die elastische Verschiebung ist, die Rifle^| 
Kraft ^"=1 in ihrer Bichturig dem Punkte n mitzuteilen vermag. 
Ersetzt man in Gl. 1 ö,,^, durch A'-(\<„, und l3st für A' aaftj 
so folgt 

2) Ji^=d„^:d„^. 

Ist die Stützung in n nicht starr, sondern um ein dem Stützwider- 
stande A' verhältnisgleiches Mafs /I = a'A'^ verschieblich, worin ^^ 
eine von der Natur der Statze abhängige konstante Zabl ist, sQ 
lautet GL 1 
la) d„^—ö„^ = A und OL 2 

Um den statisch unbestimmten Stützwiderstand nach 
oder 2 a berechnen zu können, hat man zunächst die nach aeine^^ 
vorläufig angenommenen Beseitigung in dem dann statisch be — ^ 
stimmten Faehwerk durch die Belastung entstehenden Stabkräfl^^ 
St, und ebenso die durch die Kraft A'— 1 hervorgerufenen Stab- 
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kräfte S* getrennt zu bestimmen und danaeli die entsprechenden 
Yerschiebungen 6„^ und ö„„ entweder mit Hülfe der Gl. 8 S. 341 
oder je durch einen Veracbiebungsplan zu ermitteln , wobei die 
Stabquer schnitte gegeben sein, oder vorläufig angenommen werden 
müssen. Ist X bekannt, so erhält man die im statisch uobeatimmten 
Fach werk unter der Wirkung der Belastung wirklich herrschenden 
Stabkräfte zu 
3) S=S^ — X-S\ 

■ Handelt es sich um parallele Lasten^ ao kann (5„^, auch vorteil- 
naft vermittelst der unter d erläuterten Einflufslinie für elastische 
Verschiebungen in der Form f\,p = -!'?;■ P bestimmt werden, wobei 
die Einflufslinie als Biegungslinie der belasteten Gurtung, erzeugt 
durch die Kraft A*= — 1, erhalten wird, denn der Punkt n wird 
durch die Belastung im entgegengesetzten Sinne des Stützwider- 
standes JV bewegt. Da nach GL 2 der Stützwiderstand ^\^ Tcrhältnis- 
gleich isi; der Verschiebung ö,,^ bö ist die EiDflufslioie für diese 
gleichzeitig auch Einflufslinie für Jl mit dem konstanten Multi- 

(likator l:<5na- 
Es ist 

Wirken nicht parallele, sondern äufaere Kräfte ver- 
schiedener Richtung auf das Fachwerk ein, so läfst sich der 
^/öflufs aller auf den atatisch unbestimmten Stütz widerstand A^ 
*ieht durch eine Einflufslinie darstellen. Die GL 3 behalt 
b&r dennoch ihre Gültigkeit, und zwar in dem Sinne, dafs unter 
J^tzt die ihrer Richtung nach verschiedenen Verschiebungen ver- 
unden werden, welche die Ängriftspunkte der einzelnen Kräfte 
'^r in der Richtangslinie der ihn angreifenden Kraft erfahren 
***ieD, wenn das spannungslos festgehaltene, aber im Stützpunkte 
Ä-©i bewegliche Fachwerk in n von einer Kraft jr= — 1 er- 
ft'^n würde. 

■ Die Ricltigkelt der öl. 4 auch für diesen allgemeinen Fall erweist sicli 

■ i^^lgi: Wir deüben uns das in bezeichneter Weise festgehaltene Facliwerk 
^»4<;list Dur von einer eiozigea Kraft Pa^\ an irgend einem Knoten a er- 
^'«**i. Diese würde dem Stütapunfet n in entgegengesetaiter Riclittiug des 
*^^ tätigen Stütz wider Standes X eine elastische Verschiebuog (J„,t erteilen. 
**^Tieit der Stütze Toransgesetzt, mafs JV diese Yerschiebnng in seiner 
j^iituiig wieder anfhelsen, also die Bedingung erfüllen ^na=^^- f*»«, weim 



366 Fi'ert«- Ahscknitt. EJostizitSt unä Festigkeit ebener Faehwarki. 



äan die obeti bezdchndte Bedentoog hftt Die Kraft F«=^l erzeugt sdso «in 
X=^dnn- dan. Nach MaiwcII ist aber ??rta=^<!Jon = ^, gleich der Verschiebang", 
welche die Kraft X=^—l dem Punkte a in der Richtuog der ihn angreifenJeD 
Kraft erteilen würde. Den durch die Kraft P«=== 1 oraeogten Stütz widerstand 
erhält man also auch za ^=^rj:(Jnn ctod deu durch die Lastengrappe jp 
herrorgerufenen ra X=-EP- jj:e?nii. 

Der VerschiebtiDgsweg 7^ des Angiüfspaiiktea einer Kraft in ihrer 
Bicbt^Qg hervorgerufen durch X = — 1 ißt also Einflufszahl der Kraft in 
Bezug auf X . Bewegt sich der A»grifi"sj>ankt einer Kraft P infolge der 
Formänderung des Fachwerkes dureh die Kraft X = — 1 so, dals die Projektion 
Tj Beines wirtlichen Weges auf die Richtungslinie der in ihm tätigen Er&ft 
mit dieser gleichen Ffeilsinn hat^ so iät tj für dieee Kraft positi?^ im etttgeg^n^ 
gesetsten Falle negativ. Ißt die wirkliche Bewegungsrichtong des Kraft- 
Bögrifffipunktea senkrecht jur Kraftrichtung, oder ruht der Angriffipnntt eiasr 
Kraft bei der Formändernng infolge X = — 1^ bo ist yj fÖr diese Kraft ^^ 
gleich NnlL ^^ 

Ist die Pfeilrichtung des statisch Hnbestimtöten Stütz Widerstandes X ^H 
voD vornherein nicht oreichtlich, bo nimmt man sie beliebig an. War djo 
Annahme verkehrt, $10 erhult man X negativ, weil mit einer Umkehrang de» 
P felis innes von A' auch ein Wechsel der Vorzeichen aller Verschieb an gen ij 
verbunden ist. 



Das hier in seinem allgemeinen Verlaufe dargelegte Rechnungs- 
Terfahren soll nun an einem einfachen Beispiele näher erläutert 
werden. 

Der in Fig, 184 a dargestellte, in sich statisch bestimmte Fach- 
werkbalken trage nur lotrechte, in seiner unteren Gurtung an- 
greifende Lasten und ruhe auf drei Stützen ACB^ von denen eine« 
etwa <7, fest, die beiden anderen beweglich seien. Sein Zustand 
ist also äulserlich einfach statisch unbestimmt. Wir wollen doQ 
Stützdruck X der Mittelstütze als atatisch unbegttmmte Gröfse an- 
sehen und diese zunächst bestimmen. Nach Beseitigung der Stütze 
C wird der jetzt bei Ä und B allein gestützte Träger statisch be- 
stimmt. Seine Stäbe haben nun im Gleichgewicht mit der Lasten- 
gruppe P Stabkräfte 8^ zu leisten, die, wie die gleichzeitig eintretende 
Formänderung des Fachwerkes, in bekannter Weise zu ermitteln 
sind. Sind dabei die Stabquerschnitte nicht von vornherein bekannt, 
so pflegt man sie zunächst schätzungsweise anzunehmen und hat 
dann event. je nach dem Ergebnis die Untersuchung zu wiederholen. 

Die unter der Wirkung der Lastengruppe P eintretende 
Biegungslinie des belasteten Untergurtes sei ach (Fig. 184/>) and 
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die damit festliegende Senkung von C gleich t^^,. Eine in C an- 
greifeiide aufwärts gerichtete Kraft ^V= 1 erzeuge Stabkrifte S' 
und eine gleichgerichtete Verschiebung Ö^^, Kacb Gl. 1 ist dann 
bei starrer Stütze C 

Die durch den StQtzdrnck X für sich allein erzeugten Stab- 
kräfte erhält man in der Form 8'*^'^ sie sind den durch die 



Fig. 184. 





Belastung erzeugten Kräften S^ entgegen geaetzt und die wirklich 
im statisch nnhestimmten Balken berrBchenden Stabkräfbe S er- 
geben sich i\L 
6) S^.%-^'S\ 

Ermittelt man die anter der Wirkung der Lastengruppe P nach 
Beseitigung des Stützwiderstandea JC entstehende Senkung d^^ des 
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Punktes ü, indem man in C eine abwärts gekehrte Kraft X— - 1 
anbringt (vergl. unter d S. 361) und iat rt^öi^^ (Fig. 184 cj die 
dadurch entstehende Biegungslinie des belasteten Untergurtas, so 
erhält man i\j, — P^ fj^ + ^3 //g + . . . — 2'P- // und 

Die Linie «T i q J!^i ist also Einäufslinie des statisch unhestimnit^D 
StQtzwiderstandea JT mit dem Multiplikator l:ö^^. Die Yerschie- 
hnngsgröf^e ö,.^ kann ihrem Absolutwerte nach gleichfalls der 
Fig, 184^' entnommen werden, so dafs also nur die Zeichnung 
der der Kraft A''= — ^1 entsprechenden Biegungslinie des Last- 
gurtes für die Lösung der statisch unbestimmten Aufgabe erforder- 
lich wird. 

Wählt man statt des Stützwiderstandes .\' der Mittelstütze den 
J^' einer der Endstötzen etwa .4, so erhält man die Einäuliliiiie 
für A" in der Biegungslinie der belasteten Gurtung, welche eioe 
in A angreifende Kraft A" — — 1 (abwärts gerichtet) erzeugt, 
(Vergl Fig. IMd). Die Einflufsordinaten sind jetzt teils positiv 
(links von 0), teils negativ (rechts von C), was auch in freier 
Anschauung erkenlitlicb ist Wir erbalten 

Es soll hier an diesem einfachen Beispiele noch der EacbnaDga- 
gang erlätitert werden, den man zu befolgen hat, wenn man den 
äufserlich statisch unbestimmten Balken durch Beseitigung eine* 
Stabes, etwa des Stabes 57 in ein statisch bestimmtes Bauwerk 
umwandelt, die Stabkraft A'" des Stabes also als statisch uabe- 
stimmte Gröfse einführt Die zunächst ala positiv angenommene 
Stabkraft A'" in den Punkten 5 und 7 je ala äufsere Kraft an- 
gebracht, steht dann mit den übrigen äufseren Kräften, den lotreclät' 
angenommenen Lasten und Stützdrücken» im Gleichgewicht. Dabei 
rufen sowohl die Gruppe der Lasten P als die Kräfte A"' je fitie 
elastische Abstandsändernng des Punktpaares 57 hervor und zwar 
beide naturgemäfg in entgegengesetztem Sinne, Der Untersclijed 
beider mufs gleich sein der elastischen Längenänderung As des 
Stabes 57, Bezeichnen wir die im vorliegenden Falle positive 
Abatandsänderung des Punktpaarea 5 7» hervorgerufen durch die 
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Lastengruppe P mit d^up und die durch die Kräfte JT" erzeugte 
negative mit d^j.x.., so gelangen wir za der Gleichung 

, Wäre dei' Stab 57 starr, so träte an Stelle von Ati in GL 9 der 
Wert Null. Eine etwaige Temperaturänderung der Stäbe würde 
sich in den beiden Gliedern Hnksseits der GL 9 aufheben, m Aa 
aber, wenn di^er Stab allein davon betroffen würde, zu berück- 
sichtigen sein. Wir wollen hier konstante Temperatur Toraaasetzen 
und die Gröfsen <^3r.v und J ^ auf ^V" zurückführen. Ist nämlich 
<^(ö7)(67) die Äbstandaänderuug des Punktpaares 57, welche Kräfte 

, X** = 1 erzeugen würden, so bringen die Kräfte X" eine solche 

I ^Y" s 

^T"-ö^57)(&7j hervor. Aufserdem ist d^ = — ^'~, also nach Gl. 9, 

wenn man sie für A"" löst, 

Zur Berechnung von X" nach GL 10 sind zunächst wieder die Stab- 
fcräfte *%, welche nach Beseitigung des Stabes 57 durch die 
Lastengruppe P und diejenigen 5', welche durch die Kräfte X"— 1 
herTOrgernfen werden, zu ermitteln und danach die Versehiebungen 
Öb7,p und öfB7jt67) zu bestimmen. 

Die Stabspannkräfte der übrigen Stäbe erhält man dann wieder 
in der Form 

tl) B=B^—X'*S\ 

Die positive Äbstandsänderung Ö57.P des Punktpaares 57 und damit 
auch die statisch unbestimmte Stabkraft A"" kann man wieder mit 
Hülfe einer Einflnfslinie bestimmen, die als Biegungslinie der be- 
lasteten Gurtung entsteht, wenn man in den Punkten 5 und 7 je 
eine Kraft A'" — — 1 anbringt und für den entstehenden Spannungs- 
zustand die Biegungslinie «^ % t'^ ^^3 if^ (Fig. 184«?) des Untergurtes 
zeichnet. 

^^P Die statisch unbestimmte Stabkraft X" erhält man daraus zu 
12) X" = 2'p.,/':(öt„),,,) + -^). 

^ Ermittelt man die Biegungslinie mittels eines Verschieb angs- 
j^lanea, so kann man demselben auch gleich den Wert der Gröfse 

H £eck, ElutJziUttslelire, II. !4 
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d(ot)(»7) äDtDehmeD. Oeoauer aber ßUt das Ergalnii w, wii 
Biegungslitiie mit Hfilf« der berdcknetaii tr-Oewieiite 
und auch die Verschiebung öitjnr,?^ dorch Bedutvag «nonttttl^ 

In gleicher Weise wfirde der etwa auf zwei Endstateen iai 
beatimmler Weiee gelagerte Balken zu berechtidD «en, weas m dml 
dorch üinzufflj^ung noch eines Stabes 58 oder 49 osw. inaaM] 
oinfach »tati^cb iinbestiiDint gemacht wGrde. Es würde dum i 
Stabkraft irgend üiiiöi Stabes, ohne den das Fachwerk aber nk^ I 
steif und statisch bestimmt sein mü&te, als statisch aobestiiiiiDti | 
Qr5rse zu behandeln und bei deren Ermittelung wie oben dargele^'t 
zu verfahren sein. Für den Hichtungssinn der statisch tinbestimmt^n 
Stabkraft .V findet das auf S. 366 Aber den Bichtungssino statiaeh 
unbestimmter Stfitzwiderstande Gesa^^ sinngemäfae ÄnwendQug. 

Ka mOge hier nun noch knrz die Berechnung des einfach gtati^ch 
unbestimmten Bogen fach werkträgers (Fig. lS5a) mit zwei ffläten 
Kltmpfor(j[elenken angedeutet werden. * p^^ j^^^ 

Die unter der Voraussetzung nur lot- 
roeliler Bylaatung in beiden Kampfer- 
jmnkten gleichen wagorechten Seiten- 
krafte A' der Kflmpfordrücke, der 
Horls^ontalschnb, soll als statisch unbet^timmte GrrOfse gelten. Wir 
erkennen sie nach innen gerichtet und bringen in den KiLmpferpask 
Kräfte A'« ~ 1 » nach aufsen ge- 
richtet, an. Sind dann S* die dabei 
entstehenden Stabkrflfte (Fig. 18ö/j) 
und S^ die durch die Lastengrupp« 
P her¥argeriifenen (Fig. 18&<?), so 

ist naoh Gl 8 S. :m die positive Abst^ndsänderang &r der Klaf 
punkte lediglich miter der Wirkung der lotrechtes Bdastang 



X-0 01,= ^■ 



EF 



and die negative 



des unbelasteten Trigers lediglich 
durch die Kräfte ,V eneugt <i y= A*- dj^i 



^ - MF- 




Sind die K^pferpunkte 

«tarr, so luQssen die positive Abstaikd»» 

«Änderung der Klmpferpuskt« durch die Bebstaif nsd die 
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des wirklichen Horizontalgehubes -T sich aufheben und es 
^tifa die Gleichung bestehen 

-i'^^^ — A'- 2^-^ = 0, deren Lösung ergibt 

Ist der Träger bei einer bestimmten mittleren Temperatur 
ISpannungsloa eingebaut, so würden beim Fehlen des Horizontal Wider- 
standes JC der Kämpfer, diese infolge einer etwaigen Temperatar- 
«rböbang t noch eine positive Äbstandsänderung l-e-t erfahren und 
^er Horizontalschub X hätte die Bedingung zu erfüllen 

- £F ^^^ ^ ^^ ^ EF 




1) 



= 0, woraus folgt 



Würden die Kämpferpunkte noch durch einen Stab verbunden, 
|.er Träger aber sonst statisch bestimmt gelagert» also nun inner- 
Ich statisch unbestimmt sein» so würde der positiven Stabkraft X 

ae positive elastische Äbstandsänderung Sl= "L entsprechen 

ad ^ mülste nun die Gleichung erfüllen 

)arin bezeichnet F^ den Querschnitt des Verbindungsstabes der 

timpfetp unkte. 

Die wirklichen Stabkräfte S sind in allen drei Fällen 
16) S^S^—S'-X, 

Eine Einflufslinie des Horizontalschubes JC erhält man wieder in der 
dem Spannungszustande X= — 1 entsprechenden Biegungslinie des 

belasteten Obergurtes mit dem Multiplikator l:i5x-i — 1:2' ■ 

Mehrfach statisch unbestimmtes PachwerL 
Die allgemeine Mathode zur Behandlung statisch unbestimmter 
Faehwerko soll hier unter der Voraussetzung äufserlich statischer 

U* 
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Unbeatimmtheit erläutert werden. A'„, ^'t, A'^ mw. eeien di* 
in den Knoten A^ B^ C usw. angreifenden Stutz widerstand e^ dorelt 
deren Beseitigung das Fach werk statisch beatlmmt werden wflrde. 
Dag Fach wert werde durch eine beliebige Gruppe P von äuföereo 
Kräften belastet. Der Stützpnnkt A des statisch bestimmt und 
spannungsloa gedachten Fachwerks erfahre in entgegengesetzter 
Richtung des dort angreifenden Stützwiderstandes A'^ unter der 
Wirkung der Lastengruppe I* allein die ,elastigche Verschiebung Aip, 
lediglich durch die Kraft Aa= 1 in der Eichtung von A'a eine Ver- 
schiebung (5„3, durch die Kraft -Vb^l eine solche 4^,^, durcli 
Xf = l (\e osw. Ebenso werde der Stützpunkte in entgegengesetzter 
Eichtung des dort angreifenden Stützwideratandes JTt, durch die 
Lastengruppe P um ö;,^, durch die Kraft ^'^=1 um <>(,,,, durdi 
die Kraft -\a=l um d^,, usw, elastisch verschoben. Ähnliche 
Bezeichnungen gelten für die elastischen Yerschiebnngen der anderen 
Stützpunkte. 

Die im ganzen bei der tatsächlichen Unterstützung und Be- 
lastung wirklich eintretenden Verschiebungen der StQtzpuokte io 
der Eichtung der an ihnen tätigen Stützwideratände seien durch die 
Natur der Stützen oder sonstigen Umstände, Temperatar üstt,, 
irgendwie bestiinnit und betragen für die einzelnen Stützpnökta 
•^rtt ^\f ^0 uaw. Dann gelten für diese Verschiebungen folgen^s 
Gleichungen 



17) 






Da sich fQr die Verschiebung des Angriffspunktes eines jeden 
statisch unbestimmten Stützwiderstandes eine Gleichung ergibt, so 
ist die Zahl der Unbekannten ebenso grofs als die der Gleichungen 
und die Lösung kann in bekannter Weise erfolgen. Bei Ermittelung 
der VerFchiebungsgröfsen kann man von dem Maiweirscben Satze 
vorteilhaften Gebrauch machen und ö^^ durch ö^,, ö^^ durch ö,., 
usw. ersetzen. 

Ist die Stützung in einKelnen oder in allen Punkten eine starre 
und werden Temperaturänderungen ausgeschlossen, ao tritt an Stelle 
der betreffenden Verschiebungsgröfse d^, ^t uaw. der Wert Nail. 
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Es seien nun £?(,, S'J, S^ asw, die in dem statisch bestimmten 
äcliwerk unter der Wirkung der Laatengrüppe, der Kraft ^a — 1, 
r^= l usw. entsteheoden Spannkräfte. Dann ist nach Ol. 8 S. 341 



I 






d„«=J 






'>,* 



EF ' 



ÖfrA = . 



ö,. = 2^ 






J^J" 



EF 
^-=^^^F- 



U9W. 



U8W. 



USW. 



■ Sind die angreifenden äu froren Kräfte einander parallel» etwa 
>trechte Lasten, so kann man die Verschiebungsgröfsen d^p^ 
ftP U3W. mit Hülfe von Einflufslinien ermitteln, die als Biegungs- 
nien des belasteten Gurtes entstehen, wenn man in den Knoten 
[, B i C osw. nacheinander die Kräfte J^,^ = — 1 , A'a = — 1 * 
\^c= — 1 U3W» angreifen läfst. Man erhält dann daF = -^P'i}si 
f,j^ = J^P-?lt,, ö,p = lP-i}^ USW., worin die Verschiebungsgruppee 
11 »?Äi »^ Qsw. die Ordinaten der Biegangalinien in den Eichtanga- 
öien der Lastengrnppe P gemessen» bezeichnen. 

Sind die statisch unbestimmten Stütz widerstände X„, A";, 
^ff usw. bestimmt, so erbalten wir die in dem statisch unbestimmten 
ich werk unter der Wirknng der Lastengruppe P wirklich ein- 
etenden Stahkräfte zu 
f) S= So — S(i • Afl — '■ Si, • Aft — , , , 

Das hier in seinem allgemeinen Verlaufe dargelegte Kechnungs- 
^rfahren soll wieder an einem einfachen Beispiel naher erläutert 
erden. 

Der in sich statisch bestimmte Fachwerksbalken (Fig. 186 d) 
i in seinem Untergurt lotrecht belastet und in den Knoten A^ 
' und 7i je durch ein bewegliches, im Knoten C" durch ein festes 
tützgelenk gestützt. Sein Zustand ist also zweifach statisch un- 
astimmt. Wir denken uns zwei der Stütz widerstände etwa ^^ 
i C und A"" in C" beseitigt und erhalten dann das in A und B 
atisch bestimmt gestützte System. Die in diesem unter der Lasten* 
ruppe P eintretenden elastischen Senkungen der Knoten C und C" 
erden in bekannter Weise ermittelt und seien gleich d,.'^ und ^/'^ 
äfunden. Ebenso die unter der Wirkung der Kraft A"^- = — 1 
atretenden Senkungen th,' und (?,,'v der Punkte C und G'* 
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(Jig, IB^c), sowie die durch dia Kraft JC^*=^^l in €* und C" 
berTorgerufenen Senkungen S^»^* und 3^"^" (Fig. 186 6). Wir seteeo 
non starre Stützen und gleichbleibende Temperatun bezw. alle Glieder 
gleichmäfsig amfassende TemperaturänderuDgeß voraus und erhaltea 

Fig. 186. 
ii 



_cfe 



f«j 



, au 



1 . I(ö) ! 



^iM 



*i 



|Vc' 



V 



IW 



a^ 



PfljfeC i <^)! 



'W 



die wirklichen lotrechten Verschiebungen ^,' = und 4'-^- 
Damit wird nach Gl 17 



20) 



f — <?,.' j. — 4',-' -X-' — S^^» • X^*' und 



l 



Die Lösung der Gleichungen für X/ und A;-* ergibt, wenn man 
nach dem Satze von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen (Mai well) 
^eV mit <?c'v und umgekehrt vertauacht 



21) 



X.= 



4>— ^/V' 



Of.*v< — Oe'^'f ' 



'>e"e' 



und 



^c-^-l' 



4'*l" 



x„l' ^ 



^ s.' 



(^f'V — 4"e' 



Ö<f'e" 



«Jfl'fJc* 



Sollen die Senkungen 4*^, und ö'',-!^ mit Hülfe von EinflnfsHß'^" 
ermittelt werden, so erhalten wir erstere in der der Kraft A^-^^^^ 



VIe. Amvendunff auf statisch unbestimmte FatAwerfce. 
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in C entsprechenden Biegangsllnie ««kjW'V^i (Fig. 186 1?) und letztere in 
der der Kraft JC^" = — 1 in 0" entsprechenden Biegungslinie ac*c"b 
(Fig. 186^')' Ist r}p,' eine Ordinate der ersteren in der Hiehtungs- 
linie irgend einer Last P, rjp^" eine solche der letzteren in derselben 
Lastlinie, so liefert die Last F einen Beitrag P-rjp^ zu 3^'^ und 
einen solchen P-j^^^' zu 4^*^^ und im ganzen erhalten wir 

Um eine Einflufäfläche für jede der statisch unbestimmten Gröfsen 
X* und X" zu erhalten, ersetzen wir die Laatengruppe P durch 
eine wandernde Einzellast P und erhalten 

3,.f, = P'^p<^' und d,"^ = P' ?;p,'.. 
Der Beitrag der Einzellast P in beliebiger Lage zu A'/ ist somit 



2) 






(?. V — d^ 



^c"r.' 



Setzen wir die mit der Lage der Einzellast P Teränderliche 
DiflFerenz ^p^^' — ^jp^""^-^ = ^} and die von ihr »unabhängige kon- 



stante Se'e^ ^e*e" 



a^'. 



■==i.\ SO wird 



■ In Fig. 186 rf erscheint jj als Differenz der Ordinaten ?}pc' der 
Biegungslinie aicUi'&i des Untergurtes, hervorgerufen durch die 
Kraft Av=— 1 und der im Verhältnis ^,'* ^' : 3^» ^,. reduzierten 
Ordinaten tjp ^" der der Kraft X" = — 1 entsprechenden Biegungs- 
linie ac'c'by dargestellt durch die Linie at€2Ct€hi. Die Fläche 
atcicibiec^üi ist also Einflufsfläche fQr A'^» mit dem Multiplikator 
l\k. Ruht die wandernde Last P über der Stütze €'\ so ist 

V/. L ' — ^. " r' and Vp e" d= ^» ,'t , also n = d^» ,> — 4" c" • V-^ = . In 



Fig. 18(3 tf ist ferner <;i ca = e ei — rt'a^^ *?,.'/ — <)> 



4"<:" 



^Ä^. 



Werden, wie es sich der gröfseren Genauigkeit wegen empfiehlt, die 
Bieguügslinien als Seilecke zu den den Belastungs- und Spannungs- 
zuständen A> = — 1 und A^^" — — 1 entsprechenden «? -Gewichten 
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ermittelt (vergl. S. 350 u. f.% so ündet man die Linie aiCiCi'eh ^ 
Seileck durch die drei bekannten Punkte ^i, c'i und bi. Bei 
Anwendung des entwickelten Verfahrens bedarf ea also der be- 
sonderen Zeichnung der Biegungslinien (Fig. lS6h n. 180 er) nicht, 
sondern es genügt, zn den dena Belastungszustande A";» = — i ent- 
sprechenden K'- Gewichten mit heliebiger Polweite das Seileet 
aific'iV/, , und dann zu den aus dem Belastungszustande A'" = — 1 
zu berechnenden if - Gewichten ein Seileck durch die Punkte ai, 
hi und den Schnittpunkt c'i des Stützlotes durch C mit der Seil- 
linie air'icibi in zeichnen. 

Ist der Träger symmetrisch, so bedarf es einer besonderen 
Einflafsfigur für den Stützdruck A>' nattirgemäfa nicht. Vor allen 
Dingen aber ist bei etwaiger Zeichnung der Biegongslinie als Seil- 
eck gröfstmöglichste Genauigkeit geboten. In wichtigen Fälleo 
verdient die rechnerische Ermittelung der Verschiebungen fi bestw. 
der Ordinate« jj den Vorzug. 

ZuQ3 Schlufs möge die hier befolgte Methode zur Ermittelung 
statisch unbestimmten Stütz, widerstände aus den Formänderungs- 
vorgängen noch einmal in freier Anschauung überblickt werden. ^H 

Wird eine dör Stützen etwa C des mit der Gruppe P bo^ ! 
lasteten Trägers beseitigt, so senkt sich der Stützpunkt um irg'end 
ein Mafa A, Starrheit der Stütze vorausgesetzt, mufs der Stüt*- 
druck A'^t diese Senkung wieder aufheben, wodurch seine Gröfsö 
bestimmt ist. Vermag eine Kraft .\>= 1 eine lotrechte Bewegung" ^ 
des Stützpunktes herbeizuführen, so erfordert die völlige Zurückfuhr uü 

des Punktes C auf seine ursprüngliche Höhe eine Kraft X/=^j^ 
Mit den Verschiebungsgröfsen A und k ist also auch ^\> bekann'^ 
Eine Last Eins in C bringt dem Untergurt des gpannungsl*^ 
auf den Stützen ^1, €" und B ruhenden Trägers eine durch ^ *■ 
punktierte Linie (Fig. 186 a) angedeutete Biegung bei, der^^ 
Ordinate t} ersichtlich links von €" abwärts, rechts aufwärts zeigt ^C^\ 
unter C gleich k ist. Ist ij die Ordinate in irgend einem Punlr^*^ 
p, so würde nach dem Satze von Maxwell eine Last Eins in p eic^^ 
Senkung ;/ des Punktes C hervorbringen, also in der starren Stütff^ 
bei C" einen Stützwiderstand X^t = ?j:k erzeugen. Die punktier!?^ 
Biegungslinie ist also zugleich Einflufslinie von A> mit dei 
Multiplikator 1:/.-. 



VIe. Anwendung auf gtothch urthtHtinimte "Fachirmtkt. 
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Die Entstehung der punktierten Biegnngslinie Itano man 
itliematiscti verfolgen, indem m^n zunächt die durcli die Last 
03 in C erzeugte BJegungslime n^^\Cyh^ des nur in -4 und B 
stützten Trägers entstehen läfst, wobei dar Punkt C" um das 
ifa dc»e' aiott- Durch eine bestimmte aufwärts gekehrte Kraft 
nn der Punkt C" wieder auf seine ursprüngliche Höhe gehoben 
rden, wohei die Linie a\fh(^'i^>\ (Fig. 186 (?) in die punktierte Form 
ig. 18Ga) übergeht. Zu der dadurch bedingten Verkleinerung 
■er Ordinaten i]p,.> gelangt man durch die Überlegung, daCs eine 
st Eins in 0" den nur in ^ und 5 gestützten Träger nach 
ler Linie ac*c"h (Fig. 186 />) durchbiegen würde, deren Ordinate 
iter O" gleich A'-/- ist Die Kraft, welche den durch die Last 
HS in C um ö^»,,> gesenkten Punkt G" wieder auf seine ur- 

rüngliche Höhe zu heben vermag, mufs also sein gleich 1 ■ -/ '' . 

ie Last Eins in C" verschiebt nun irgend einen Punkt p des 

rgurtes nm iip r" abwärts, die aufwärts gekehrte Kraft 1 • -j^-^ 

■rpag daher den Punkt um »ip^'^ir— ^ aufwärts zu bewegen und 

fcleinert dadurch seine Ordinate fj^^^ (Fig. 186f) um ein gleiches 
fa, wodurch die Linie «it'I^^^i io die Form der punktierten 
ie (Fig, 186 a) übergeht. Die von letzterer und der geraden 
iergurtlinie eingeschlossene Fläche stellt also die auf die gerade 
©rgurtlinie umgeformte Einflufsfläche aiclc'ibiec^ai des Stütz- 
-ies A'.' dar. 
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Fünftet Abschnitt . Erddtnc^ und Stütsniüuem, 



Fünfter Abschnitt. 

Erddruck und StützmaueTn, 



a) Allgetneiiieä und Yorausäetzungeu, 

Während die freie Oberfläche einer im Gleiehgewichta be- 
tindlicben vollkommenen Flüssigkeit eine wagerecbte Ebene bilden 
mu% kann ein fester Körper bei jeder beliebigen Neigung seiner 
Äufsentilche im Gleichgewichte sein. Zwischen beiden Körperarten 
stehen die sog. Erdkörper, welche alg Anhäufungen fieler 
kleinen Steine aufzufassen »ind, zu denen aber hinsichtlicb A& 
Gleichgewichtsbedingungen auch die Äufschflttungen von Öetreide- 
körnern, von Bleiachrot u. dgl. gezählt worden können. Diese 
(teilweise flüssigen) Körper lassen sich auf einem wagerecbtea 
Boden ohne Seiten wände aufschütten, doch ist die Neigung der 
freien Oberfläche gewissen Beschränkungen unterworfen. 

Während die Teilchen einer vollkomraenen Flüsaigkeit nnf 
Normaldrücke ausüben können, tritt zwischen den Eöruem 
einer reinen Sandmasse oder sonatiger Schüttungskörper ebne 
Kohäsion erzengende Bindemittel neben dem Normaldrticke noch 
ein Reibungawiderstaod auf. Nennt man fp den entsprechenden 
Reibungswinkel und f^igtp die zugehörige Keibangszifl'er, so er* 
gibt sieh fp als der für Gleichgewicht eben noch naögliehe obere 
Grenzwert deg Neigungswinkels der freien Oberfläche einer solcbeii 
Erdmasse ohne Bindemittel» und (p heifst deshalb auch der 
natürliche Böschungswinkel Macht man nämlich, um difl 
Bedingungen für den Gleichgewichtszustand eines Erdkörpers zu 
finden, die Annahme, dafs das Gleichgewicht bestehe, so würde 
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*^;*^^-'- 
^^^ 



dieser Zustand keine Störung erfahren, wenn irgend ein Teil der 

Erdmasse in einen starren Körper fiberginge. Führt man daher 

durch den Erdkörper (Fig. 187) einen ebenen Schnitt raifc dem 

Neigungswinkel a gegen die Wagerechte und betrachtet die Teile 

zu beiden Seiten des Schnittes als erstarrt^ 

80 würde der obere Teil beschleunigt ab- ^^^- ^^^• 

gleiten, falls i:^rp wäre. Hat demnach die 

freie Oberflache des Erdkörpers an irgend j!^^':^^'^' 

einer Stelle eine Neigung» grOfser als der 

Reibnngswinkel, so ist eine solche Gleitebene 

mdglich^ und es wird die Erdmasse nicht im Buhezustande sein 

können. Ist die Neigung der freien Oberfläche aber durchweg 

kleiner als fjo, so ist eine derartige Gleitfläcbe nicht möglich und 

das Gleichgewicht der Masse ein sicheres, während eine unter den 

Winkel ^^ geneigte Oberfläche dem Grenzzustande der Buhe 

entspricht. 

Die ErinitteJuQg- dieses üatQrlichen Bosch ungswiakels f laiin däter 
erfolgen, ii)d«m wbh eine aofgeflchüttets Erdmas^e mit eineni Lineale von 
nuten nach oben abstreicht, so dafs die Böschaagr allmählich Bteiler wirtl und 
endlich einstürztj die dabei erreichte Grenze vor dem Einstürze gibt deo 
gaanchten Winkel. Man kann anch die za untersuchende Erdmassc* auf einem 
beweglichen Boden zttnächat mit flachster ebener Eöschnng^ anfschütten nnd 
dann den Boden vorsichtig neigen^ ao dnfü dadnrch die Böschnog aUmählich 
steiler wird. 

Das Wasser und andere völlig fläsaige Korper sind ale besondere Fälle 
«ioer Erdmasse mit dem natQrlichen Böachnngswijjkel Null zu betrachten, 

I 

"^ Ist den Körnern der Sehüttung ein Bindemittel beigemengt 
(z. ß. Ton oder Lehm), so kann an einer Schnittebene auch ein 
Abscherungswiderstand (eine Kohäsion) e für die Flacheneinheit 
auftreten. Bei lockeren Erdarten wie Sand, Kies, frisch geschütteter 
Erde, ist dieser Widerstand gering und zu vernachlässigen; erheblich 
ist er aber bei sog. gewachsenem Boden, bei Erde, die lange ge- 
lagert hat, oder die durch Stampfen in einen ähnlichen Zustand 
gebracht wurde. Infolge einer solchen Scherfestigkeit kann ein 
Erdkörper auch im Gleichgewichte sein bei einer Böschung, deren 
Neigungswinkel gröfser ist als der Reib ungs Winkel (p; doch kann 
ein solcher Zustand, soweit er die Stand Sicherheit Yon Bauwerken 
bedingt, nicht als ein sicherer gelten. 
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Fütiftcr Ähschniti, ErdäfuaJc und Stützmauern. 



Dichtigkeit j- (Bewicbte in ^R/abn) und Reiban^gwinkel ^ einiger 
Scbätt anjj^sni aasen. 



f=tgF-' 



Trockener Lehmboden 

Nasser Leihmboden . . 

TrtMJkener Tonboden . 
f Nasser Tonboden. . . 

Fenchte Ackererde T , 

Sand oder Kios . . . 
k 8teinscbotter . . . . 

Boggeo 

Bleiachrot 



1500 
1900 
IßOO 
1950 
1650 
1600—1860 
1600 
750 
6800 



40—46 ' 
20-25 * 
40—50 « 
20-25 <• 
30-35" 

30 
35-40» 
25—30 " 
33-27 *» 



0,839-1,*^ « 
0,364-0,4=^ * 
0,839-1,1^2 

0,364-0,4=^ * 

0,577-0,70« 

0,577 

0,700— 0,S 3 S 

0,466 -0,5 7"? 

0,434—0,5 1 O 



^ 



Fig, 188, 



W:. 



\^ 



b) Normaldruck einer wagerecht iH^greuzteii Erdniasse gegen 
eine lotrechte Ebene. 
Eiöe Erdmasse niit wagerechter Oberfläche sei durch eine Ja*- 
rechte Wand AB vön der Höhe h gestützt, deren Reibung gegö» 
den Erdkörper hier zunächst aufser Acht bleiben soll» so dafs zwisch»*i 
beiden nur ein Normaldruck D auftreten kann (Fig. 188). Wl -* 
betrachten ein Stück der Wand und des Erdlcörpers von der L&ug ^ 
Eins, Nehmen wir an, dafs die Wand zur 
Aufnahme des Druckes nicht im stände sei, 
so würde im Augenblicke ibres Zurückweichena 
irgend ein Teil ABfr des Erdkörpers sich 
von den hinterliegenden znnäcbBt in Huhe 
bleibenden Brdraassen trennen nnd abwärts 
gleiten. Die Trennungs- oder Gleitfläche A G 
werde als eben mit dem Neigungswinkel ^ 
Torausgeaetzt. Um die für den Grenzzustand 
der Euhe des Erdkörpers erforderliche GrÖfse dieses Druckes B zu 
ermitteln, bestimme man diejenige Kraft I?, welche eben ausreicht, 
um das Abgleiten des Erdkörpers ABG zu Terhindem. Die Scher- 
festigkeit (Kohäsion) werde zunächst vernachlässigt, so dafs der 
Gesamtwiderstand W der Gleitebene um den Eeibnngswinkel <?> von 
der Normalen zu A G abweicht, mit dem Gewicht Q des Erdprismas 
also den Winkel Ö— <p einschliefst. Die Kräfte Q^ D und W 
müssen sich im Gleichgewicht halten, mithin sieh in einem 



L_ jy 



t 



r^ü^^ J) 



b) Erddritiik gegen eine lotrecJits Ebene. 
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cmlcte schneiden und ein geachlosaeDes Kräftedreieck bilden, 
rau3 sich 



ril)tj oder, weil 









■ Die Gröise D ist ?od ^ abhängig ; iüv ^=p und f ar ^ = 90 * 
r^ D = Q; dazwischen muö ein Maxinaum liegen, und dieser 
^ fate Wert ist dann erst der * Druck, welchen die Wand auf den 
" dkörper ausüben mufs, damit längs keiner der möglichen, 
^ch A gehenden Schnittebenen ein Abgleiten stattfinde. Diejenige 
bnittebene, welche diesem Mai imum entspricht, ist die Gleitebene, 
* ihJT mufs ein Widerstand W auftreten, der um den vollen 
»ibunga winke! von der Normalen abweicht, d. h. es mufs an ihr 
T volle Eeibungswideratand wirksam werdeo, damit kein Ab- 
tuen eintrete; an allen übrigen durch A gedachten Schnittebenen 
unmt dann tatsächlich nicht der volle Reibangswiderstand zur 
ärkung. 

P TT«-, m 1 u^.^i'.nUJ- «... Jn- ^»-^>,.^»-ir^i.n fr«;! ^ ^ ^ J 



Von Gl, 1 braucht nur der veränderliche Teil 



tgö 



auf 



aximum untersucht zu werden; setzt man die Abgeleitete nach i? 
eich Null, so entsteht, da ^ zwischen tp und 90^ liegt, also tg d 
dlich ist, 

tgö tg(j9-<p) 



-^0 



cos^ {d — fp) cos* ^ 
sin ^ cos & = sin (^ ^- */?) cos (ö — 9?) , 



oder 



mithin 



8in2i3==sin(2ö — 2?)). 

a nun die Winkel 2 ■& und 2&—'2q^ nicht einander gleich sein 
innen, so müssen sie sich zu 180^ ergänzen, damit ihre Sinus 
leictL werden. Aus 4d — 2(p=lS0^ wird dann 

ies bedeutet, dafs die Gleitebene den Winkel zwischen der Wand 
der natürlichen Böschung lialbiert. d — ^ wird dann 
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F^nfitr Ahschniit, Erddruck und Stüt^mauem, 



=» 72(90° — (p). Da sieb hiernach d and d^p zu 90'^ ergäozen, 
BO wird 1 ; tg i? = tg (ö — (p), mithin 

-gi-^--^_tgM^i-9) = tg(^^j . 






f\g. 183. 
4 



Arr 



*.iU7 



und 
Setzt man 

/ . ^ - - r ^ ' 1 + sin 9 

so kann man küner schreiben 
5) J) = i/zkh^, 

Nachdem Eicht ung und Gröfse des Druckes bestimmt sind, 
mufs nun noch seine Lage ermittelt werden, 
oder die Höhe r desjenigen Punktes ^f (Fig. 189), 
in welchem i> die Wandfläche schneidet; man 
nennt ihn den Angriffspunkt Dabei ist zu 
bedenken, dafs zwischen der Wand und dem 
Erdkörper eine stetige Druckrerteilung statt- 
findet und dafs i> die Mittelkraft unendlich 
vialer gleichgerichteten Parallelkrilfte darstellt 
Um den Druck d 1) auf ein in der Tiefe .* unter der Oberkante B 
gelegenes Flachenteilchen von der H5he th zn erhalten, bedenke 
man, dafs der ganze Druck A s,\ii den oberen Teil BC^i 
der Wand sich aus Gl. 5 ergibt indem man k mit i vertauschi 
i>,«V**!-^ gibt dann durch Differentiation 

Es mufs nun in Bezug auf den Punkt B das Moment der Mittel- 
kraft i> gleich der Mümentensumme der Einzelkräfte dD sein, oder 



M 



Das gibt 

mithiti 




1 






und A — t = V3 /» I 



dl) 



Die Abgeleitete ^—j^k: bedeutet den in der Tiefe 2 

herrschenden Druck auf die Flächeneinheit und werde mit j> be- 
bnet Ea entspricht dann die Gleichung p-=k: ganz dem 



bj Erddruek gegen eine lotrechte Ebene, 
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ledrucke für den hydrostatischen Druck, ntir ist k statt der Dichte 
gesetzt. Für 9^ = wird ig'^{^b^^V%<p) = igHö^==^l , und 
& Formela 3—6 gelten dann für Wasserdruck. 

Die Darstellung von p~kz liefert die Gerade BE mit dem 
asteiguDgaYerMltniase k gegen BA, und dD—kzds—j^dz iat 
jin ein wagerechter Flächenatreifen von der Höhe dz. Die 
igerechten Ordinaten \ron BE geben daher das Qeset^ der Ver- 
tlnng des Druckea über die WandhShe. Es ist AE — khf der 
halt des Druckdreiecka ABM (nämlich ^/2kh-h} = I), gleich 
m Gesamtdrucke, und da dies Dreieck als tfelastungafiä^he für die 
'and betrachtet werden kann, so mufs die Höhe des Schwerpunkts 
des Dreiecks zugleich die Höhe des Angriffspunktes M sein, 
jraus sich e — Vs ^ ergibt. 

Aktiver und passiver ErddmcL Die im Torstehenden be- 
ichnete Kraft 

mügte gerade, um das Abgleiten der Erde zu verhindern. Die 
fl Inneren des Erdkörpers auftretenden Keibungswiderstände unter- 
ützten die von der Wand auf den Erdkörper ausgeübte Kraft D 
. der Erhaltung des Gleichgewichtes. Läfat man aber nun die 
rafl 2> allmählich gröfser werden, so wird endlich der Fall 
ntreten, dafs die Wand sieh nach der Seite des Erdkörpers in Be- 
egung setzt, indem ein gewisser Teil desselben nach oben hinaua- 
eschoben wird. Für den Grenzfall, dafs die Erde im Begriff ist, 
acbaugeben, wollen wir den Druck der Platte mit jD^ bezeichnen 
nd seine Grölse berechnen. Man verfährt 
ibei in derselben Weise, wie bei der vorigen 
ntersuchung, legt dareh A (Fig. 190) 
ne beliebige Schnittebene und hat nun 
m Keibungswiderstand an derselben ab- 
ärta gerichtet anzubringen, so dafs der 
esamtwiderstand W jetzt in die ent- 
jgengesetzte Grenzlage kommt (gegen- 
)er dem früheren Falle) und mit der 
)trechten den Winkel i> + f/' einschliefst 



Pig. 190. 



T.^,",*> 



iLÄ 



^ 



A==^tgC^+r/0 = 



Es wird dann 
yh Hgid + tp) 
'2 tgd - 
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Püttfter Abschnitt Erddruclr und Stüizmauern, 



Für = 90''- 95 und Kr ^ = wird i>, = ^ , während ftr 

Zwischen werte von § sich im allgemeinen endliche Gröfaen für 
i>j ergeben. Man hat nun denjenigen Wert von iS zu snohen, 
für welchen />j ein Minimum wird. Die hierdurch bestimmte 
Schnittfläche AG ist die Gleit ebene» an welcher am leichtesten 
ein Äufwärtsschiehen möglich iat^ an welcher m daher aiicli 
wirklich eintreten wird» wenn 1>, entsprechend zunimmt. Diasen 
Minimal wert der GL 7 darf also der Druck der W&nd nicht über- 
schreiten, wenn der Erdiförper in Ruhe bleiben soll. Zur Be- 
rechnung desselben mufs dJ)^idd=0 gesetzt werden, und da bqd 
Gl. 7 sich von Gl. 1 nur durch das Vorzeichen von t^' unterscheide^ 
BO mnfB (mit Bücksicht aaf Gl. 2 und 3) jetzt 

8) d^%(dO^ — fjj) und 

9) 2), = H ;' A3 tg' (45 " + % 9) 
werden. Um die Neigung der Gleitebene durch Zeichnung 7A 
finden, müfste man jetzt den Reibungs winke! (p an die Wagereclite 
durch A nach unten auftragen und den stumpfen Winkel zwischea 
der so erhaltenen natürlifhen Böschung A F und der Wand balbieren- 
Die Lage von i>i stimmt mit derjenigen von D überein, weil ja 
J>i ebeDfalls in der Form D^ = Vs A?i A^ geschrieben werden kann, 
wenn man nur in Gl, 4 für k das Vorzeichen von fp umkehrt. 

Der Wert von D nach Gl. Ü heifst der aktive Erddruct, 
weil der Erdkörper nur diese Kraft auf die Platte ausübt, un 
er im Begriff ist, vorzurücken und die Platt© vor sich herzuäcbiebeß, 
also gegen die Platte aktiv zu wirken. 

Der gröfsere Wert Z/j aber nach GL 9 heifst der 
£rddruck oder der Erdwiderstaud, weil bei dem Vorgänge, 
zur Berechnung von l>j angenommen ist, der Erdkörper sieb wider* 
stehend oder passiv gegen die Platte verhült. Er kommt in Frage. 
wenn sieh ein Pfosten, eine Strebe, ein Bogenträger oder ein ö«* 
wölbe gegen einen Erdkörper stützt. Zwischen diesen beiden Grens" . 
werten, dem aktiven und dem passiven Erddrucke, wird die Gröf*® 
der Kraft stets liegen, die ein Erdkörper at^übt. Für (f = 30 ^* wir^ 
fc = ;^rtgä30»^W. Ä'i=;f'tg-60«^3/» fl 

der passive Erddrnck also Omal so groTs wie der aktive^ und ©^ 
ist zuweilen recht schwierig, die Gröfse des wirklichen Erddrucl 
in bestimmten Fällen anzugeben. 



b) Srddruch tfegcn eine hirechte Ebene. 
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Berücksichtigung der Sclierfestigkeit (Kohäsion) der Erde. 

za der Eeibun^ an der Schnittebene noch die Sclierfestigkeit 

, so mufs man Normal- und 



Fi^. 191. 






entialwiderstand einzeln ein- 
H; es müssen daher (Fig. 191) 
\f A' und fX+cl im Gleich- 
^ Bein, wenn wiederum 

In der Richtung von AG et- 

9ich 

I I> cos = Q sin d — / .V— c l , 

ffinklig dazu: N^Q.m%'d-\~ Inrnd ^ mithin wird 

D (cog d 4-/3in i?) = {Q sin ^ — /cos ö) — c ^ 
wenn man /mit sin f/i ; C03 f/' Fertaugcht, 



Fig. 192. 






h% 



I> 



*Q 



E 



J>coa i^ — ip) == Qsin (i?— <?>) — £?/i^^ , 



n- 



rh'^^id-tp) 



c h cos 7' 



^ "^ 2 tgi9 sini?cos(ö — ^J' 

erste Glied der rechten Seite wird (nach S. 381) för 
t5 ° + ^/a ^ KUDa Maximum , und man überzeugt sich leicht* 
der Nenner des zweiten Gliedes, nämlich 8in^co3(?? — rjo), fftr 
[5^+1^93 ebenfalls seinen gröfsten Wert 609^(45" — %fp) 
iht; hierdurch wird also das zweite Glied selbst ein Mioimiim 
mit Einbeziehung seines negativen Vorzeichens ebenfalls ein 
oum. Die Neigung der Gleitebene ist hiernach dieselbe wie 
Berücksichtigung der Schubfestigkeit, der aktive Erddnick 
Wird 



■ 



_ril 



tg2(4ö'^— ?iy7) — 



öAcosg5 



ruck wird zu Nall für eine Wandhöhe h = hq, wenn 



2 



fitg2{45"— 3^<^') = 
2 c cos 9? 



_ 4 e cos 9? 



oder 



/ Sin^ (45 " — ?'3 <p) y{l — sin r/^) ^ 
auf diese Höhe hält sich der Erdkörper mit lotrechter Vorder- 
i ohne eine stützende Wand. Setzt man den aus letzter 
bung gefundenen Wert 

c cos (p=ytyhQ sin* (45 ^ — % q>} 

ek, ElutCsilätalelire. U. S5 



k. 
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Ftififter Äbsehnüt. Erddruck rmrf Stüiimtfiuern. 



oder 



in Gl. 11 ein» ao entateht 

13) j> = l^yh {h - fto) tga (45 <> - h V ) = ^/2 A' A (A - Äo) . 
wenn wiederum ;' tg^ (4ö " — H <p) = A- eingeführt wird. 

Dieser Druck Terteilt aicli nicht auf die ganze Höhe der 
Wand, sondern nar auf A— Aq, weil der obere Teil A^ kemeii 
Druck erfühlt. TJm das Gesetz der Verteilnog zu finden, vertausche 
man in Gl. 13 die Höhe A mit r + Ag (Fig. 11*2), dann ergibt sieb 
2>,= ?4Jb(r+Ao)r und 



P^'^-kU + ^h,). 



Für 



2^0 wird p^k^HliQ^CI}, flr 
£ = h-ko wird p = k(k.— %hQ)^AE, 
und man erhält das Drncktrapez ACDE^ dessen nicht parallele 
Seiten sieh bei F in der Mitte der Standhöhe A(, schneiden. Die 
Neigung der Geraden DE gegen CA ist dieäelbe wie im vorigen 
FaUe (ohne Seherfestigkeit) (S. 382), es ist nur der Schnittpunkt 
beider von ß nach /' gerückt. Die Höhe e des Schwerpunktes 
des Trapezes über der Grundlinie, gleichbedeutend mit der fiSbe 
des Angriffspunktes von Z>, findet man leicht za 

*~3r 2A 2A"r 
])a €<cV3A, 30 folgt, dafs die Scherfestigkeit nicht nur die 
Gröfse des aktiven Erddrucks D vermindert, sondern auch seineti 
Angrifispnnkt senkt. Diese günstige Wirkung der Scherfeatigtflt 
ist indes eine unsichere, weil die Kohasion innerhalb des Erdkörpets, 
auf der sie beruht, keine unveränderlich dauernde ist und beispiels- 
weise bei Anstrocknung oder starker Durchnäsanng fast völlig Ter- 
schwinden kann. Bei der Beurteilung der Standsicherheit von Baii* 
werken, die nicht etwa nur vorübergehenden unwichtigen Zwecken 
dienen, mufs daher die statische Wirkung der Scherfestigkeit mim 
Acht bleiben, 

c) Normaldruck eines Erdkörpers mit abfallender Oberfiäck 
gegen eine lotreehte Ebene, 

Zum Zwecke einer BauausfTihrung sei eine lotrechte Bohl wand 
AB von der Höhe A hergestellt und auf einer Seite (Fig. 193) 



I^ormaldruck mit abfnllendef OberfJäche gegen eine lotreehU Ebt^ne. 3g 7 



Fig. 193. 



^a 



Lt einem Erdkörper ABC hinterfüllt, der unter der natürlichen 
ßscbung abfällt. Es sollen der aktiTe Erddrack gegen die Wand 
nd der Widerstand des 
Irdkörpers gegen Ver- 
chiebnng durch gegen .^_.__j_^ 
ie Wand drückende 
treben u. dergl., d. h. 
sr passive Erddruck 
arechnet werden. Der 
.1 gemeine Rechnangs- 
ang ist der gleiche wie 
erstehend entwickelt; 

iiT die abweichende Form des Erdfcörpers bedingt ein anderes 
rgebnis. 

1. Aktiver Erddrnck. AG sei die Gleitehene mit dem 
>ch unbekannten Neigungswinkel d. Dann ergibt sich, da der 
'inkel AOB = &-\-<p ist, 

COS!? 



S* 



9l 



i 



BG — h — . .q , — — = A . ,„ , 

sin (0 + fp) sm (1? + <p) 

das Gewicht des Erdkörpers ABG ?m 

2 ' 2 sin (17 + ^) 



ie wagerecbte Kraft D, welche Wand und Erdkörper im gegen- 
öitigen Gleichgewicht aufeinander ausüben, ist daher nach S. 381 
rt T^ .-1 t /q > ^*^ cos i?' cos ^ , ,„ . 

I) -P-^-tg(^-y)=;-g- ,i„^.^^y^ -tg(^-y). 

> erscheint als Funktion von ^ und wird für einen bestimmten 
Finkel ö zu einem Masimum. das den wirklich herrschenden Erd- 
ruck darstellt. Wandelt man Gl. 2 so um, dafs darin ?? nur in 
at Funktion tg ß vorkommt, so erhält man 



n=r 



2 tgiS^ + tg^p l + tgi!>-tgip' 

itzt man zur Abkürzung ig'& = .v und tg (p =/, so wird 

tyh^ 1 x—f _/A^ x — f 



2 [x^f) {1 + x-f) 
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38S Fünßer Abscknüt. Erddmck und Stützimuerth 

Soll die gebrochene Funktion - .-i f^ { . ^^ — = —^ eü 

Maximum werden, so mufa 

93 (dc) J^' (.r) — 93' (.1?) Fiw) = oder 

4) — ^ = ^^ seio. 

-F' Cr) "f 

Setzt Tnan die Werte für F(j^) und ^(.t^), sowie ■ ^ 



95' W 1 + 2/-^+/' 
in Ol. 3 ein und löst für .t auf, so falgt 

5) ,r=/ + V2(l+/^), oder 

ßx . . , ^ V^2 sin9)=y2" 

6) tg t? = tg g? + ' ' = ^ ■ — - • 

^ * ^^ " co3«p cos 9? 

Den Gröfstwert von B könnte man nun erhalten durch Einfügung 

des Wertes von .v Gl 5 in GL 3, Weil tUr D^,^ Gl. 4 gilt, M 

man den Quotienten —r4 in Gl 3 ersetzen durch 

F'(x) 1 



9p' (:t^) i + az-oj+z^" 
und erhält dann mit Berücksichtigung der Gl 5 and 6 



1 + 2/M^+/s 2 1 + 2/2+ 2/]/'2 a +f) +/* 
1 ^^ftä 1 



2 l + 3/H2/-r2(l+/3) 2 l + 3tgV + 2tg<?j}^2Cl+tgä?^) 

/A^ 1 _^ ^ y0 1 ^ 

2 Hec^ip-{^2ig^(p'k'2igfp8ec<p-V^ 2 (8ec<jp + l^itg^J)' 

7')'' j>=^V_^if_V 

2, Passiver Erddruck. Das Gewicht des Erdkörpers jl/Jff 
(Fig. 195) ist wie in Gl 1 

y h'^ cos *'> • cos 9? _ ;/ A^ 1 

^ ^ ~2" ' slnT'^l^ V^) ~ ~2~ * tpTtg^ ■ 
Diejenige Kraft aher, welche im stände ist, diesen Körper längs der 
Gleitfläche AG gleichmäfsig aufwärts zu bewegen, mafs nach Gl 7 
S. 383 sein 
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In Gl. 8 ist 2>| abhängig ton ö. Der Erdkörper ABa wird 

flieh mm lo einer Gleitfläche von solcher Neigung ö verachieben, 

dar3 der Widerstand D^ am kleinsten ausfällt» d. h. nach Gl. 8 in 

der kleioatraoglichen Neigung ö, also bei wagerechter Sohle des 

Dammes ABC bei & = 0, Der passive Erddruck ist daher 

_9) I>, = ^. 

Btispjel: Far ip=ZO\ sin (a^ 0,5, 00355 = 0,866 wird nach GL 6 
fl^5A±J_l = 2^21, ^=65" 39' und na^h GL 7 






°'^^^ rj^ { 0,866 V .„„fÄ^ 

2 



^. ?-ft2 / 0,866 Y 

gegen I>j;^-^-j^, während für den in Fig. 188 dargesteUten Fall des wage- 
recht begreDzten Erdkörpers nach S. 380 o. f. .^ = 60 % U =. - ^ , 1*^ = äO« 
^ind 25, ^= 3 • ^^ Bein würde, 

^) Druck eines überliöbteti Erdkörpers gegen eine f^ttltzmauer, 

■ Wird eine Mauer, die zur Stützung eines Erdkörpers bestimmt 
ist, mit Erde hinterfullt, so mufa sie durch den Druck deiselben 
eine Formänderung erfahren und (wenn auch nur in geringem Mafae) 
ausweichen. Dadurch wird an einer vom Fufspunkte des Erdkörpers 
ausgehenden Gleitebene eine abwärts gerichtete Bewegung eingeleitet, 
welcher sich der volle Gleit widerstand entgegensetzt. Es folgt 
daraus, dafs, solange dieser anfängliche Zustand erbalten bleibt, die 
Stützmauer nnr den aktiven Erddruck auszuhalten hat. Auf die 
durchaus unsichere Scherfestigkeit der Erde soll im folgenden 
keine Rücksicht genommen werden» so dafa wir an der Gleite 
ebene nur mit dem Normal widerstände N und der Reibung /JV, 
oder mit dem Gesamt widerstände W zu tun haben, welcher von 
der Normalen um den Beibungswinkel fp abweicht. Wenn sich 
aber durch Nachgeben der Mauer der Raum an ihrer Rückseite 
vergröfsert, so wird das Erdprisma auch an der Wand etwas ab- 
wärts gleiten, wodurch auch an dieser der volle ßeibungswiderstand 
hervorgerufen wird. Die Rückseite der Mauer bildet daher eine 
zweite Gleitflächs. Dieselbe werde als eben vorausgesetzt, dann 
wird der an ihr auftretende Gesamtdruck, d. L der gegen die 
Stützmauer zur Wirkung kommende Erddruck D um den vollen 
Reibungswinkel von der Normalen zur Wand abweichen. Die 
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Fünfter Abschnitt JSi'ddruck wndi Stützmatm-n. 



Kräfte H' und D mflssen nun dem (^ewicbte Q des Erdprismas 

das Gleichgewicht halten. 

lat die Reibungsziffer für Erde gegen Mauerwerk gröfaer ab 
die fQr Erde gegen Erde, so wird dieser Umstand der Sicherheit 
der Mauer nicht zu statten kommen, weil in solchem Falle eino 
sehr dQnne Erdschicht sich an der Mauer festhängen» daa Gleiten 
aber unmittelbar dahinter in dem Erdkörper stattfinden kann. Bei 
geringerer Beibung dagegen zwischen Mauer und Erde müfste auch 
der entsprechende kleinere Reibungawinkel in Ansatz gebracht werden. 
Wir machen hier die Annahme, dafa der letztere Fall nicht var- 
liegt, dafs also derselbe ßeibungswinkel (p für die Gleit- 
ehen and für die Mauer zur Anwendung liommi*) 

Die Rückwand ^1 B der Mauer (Fig, 194J habe eine Neigung a 
gegen die Wagerechte und eine Höhe h; von dem Punkte B 
steige der Erdkflrper unter dem 
natürlichen Böschungswinkel (f noch Fig. 194. 

um eine Höhe h, an und sei dann m uj^ _ v |. 

wagereeht begrenzt. ! 1 Ir J^Y-J- 

Man führe nun einen Schnitt 
AGt so dafs (2 das Gewicht des * 
Erdkörpers AB CG bedeutet. Die I 
Kräfte TJ, Q und ir müssen dann ein ^' 
geschlossenes Dreieck bilden. Der 
Winkel zwischen Q und W ist 
wiederum d — (p wie in Fig. 188, 
S. 380, Bezüglich des Winkels 
zwischen 7> und W ist zu bedenken, 

dafs, wenn beide Kräfte Normaldrücke waren, sie denselben 
Winkel oL — d miteinander bilden müfsten wie die betreffetiden 
Ebenen AB und AG; dadurch aber, dafs jede der Kräfte von der 
Normalen um <jp abweicht, vergröfaert sich ihr Schnittwinkel uifl 
2 (p , beträgt daher a — j? + ä f^ . Zur Abkürzung werde 
1) 0L-\-2tp — £ gesetzt, 

*) Kach Versnchen vom Müller-Breaku (v*trgl, dessen „Erddract 
auf Stütamauern'', ISOü, Leipzig^, Verlag von A. Kröoer) ist die Aa- 
uahnie, dafs der Reibungawinkel für die Abwärtsbeweg-nng des Erdkörpers an 
der Mauerfliiche gleich dem D&türlicheii Böschungswinkel f sei, selbst bei 
rauhen Mauerflächen nicht ntsam, Tielnietir erscheint eine Annahme desselbeu 
zu etwa */* ^ zweckmäfsiger. 



^fj^ 



dj Druck eiiMfjj überhöhten EnlkÖrperg geffen eme St&temauer. 39 1 



I 



SO dafs a — d-]-2q} = € — d. Der Aufsenwinkel des Dreiecks 

zwischen den Richtungen Q und D ergibt aich als Summe der 

beiden gegenüber liegenden Dreieckswinkel zu ^ + (p. Nach dem 

Sinus-Satze wird nun 

g. Z>_ 8in(t?-y) 

^ Q sin(e — ^)" 

Zur Berechnung dßr FUche A B CG zerlegt man sie in recht- 
winklige Dreiecke: 

ABCG^AEa — ÄEF—(BCH — BFH} 

= \h ih 4- Ai)3 (cot d — cot a) — ^i A? (cot (p — CDt a) ; 
dann wird 



W C = ;'^^^-{coti?-<:ota-^^^^i^(cot?.-eota)j.' 



• Die drei letzten Glieder sind von ^ unabhängig, weshalb zur Ab- 
K kür zun g 

■3) cot a + ^f^j_\ ^a (*^°* '5^ ^ ^^^ °') = "' 

■ Es e 



'gesetzt werden möge, dann wird nach Gl. 2: 

(A + /tj )^ (cot d - »1) sin (^ — y) 



1: 



sin {e — d) 
Es empfiehlt sich nun wiederum, den Winkel ^ nur mit einer 
trigonometrischen Funktion auftreten zu lassen; man entwickele 
duher sin(t) — ^) und sin(e— öj, führe durch geeignete Division 
und Multiplikation mit sini?, sin^p und sine alles möglichst auf 
Kotangenten zurück und erhält 

_ (/i + A ] ) ^ sin ff (cot ^ — m) (cot (p — cot ^) 
2 sin £ cot d — cot e 



!)=/■ 



Der letzte Teil dieser Gleichung ist eine gebrochene Funktion 
Ton ^; schreibt man dieselbe 4^» ^^ i^* ^^^ Bedingung für 



Maximum : 
f) 



Fi^y 



F{'d)f'{^)-/{d)F'id)=^0 



oder 



W^ 

P^^ F(i») F'i^)' 

führt man die in Gl. 5 angedeateten Ableitungen aus und berück- 

sichtigt, dafg d{cot-d) — ^—^ ist, so entsteht nach geeigneter 

Zusammenziehung: _^_ 

7) cot 1^ = cot e + V^(cot <p — cot e) (m — cot e) . 
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Fünfter Ab^ehfiitt^ Erdetritch «»»d StüUntnuer». 




(Da 1? <: a , also aacb t? <; a + 2 f/J = f , mithin cot ^ > cot f sm 
mufa, so ist nur das positive Zeichen vor der Wurzel brauchbar,) 
Den Wert von cot^ nach OL 7 hätte man nun in Gl. 4 eiB- 
zusetzen. Weil aber in dieser die Grölse coti? dreimal vorkomuit 
80 ist es bequemer, nach GL 6 statt der ursprtlDglicben Bruchfanktion 
den Bruch der Abgeleiteten von Zähler und Nenner zu benutzen. 
Es wird dann 

(A + A^j^ siny /'{'&) 



!>=/■ 



2 s\n£F'{ä) 



cot »5 — m cot ^ — COtfl 



~^ 2 eine 



sin^^ 



ün^^ 



oder 



' 2 Sin f ^ ' 



Hierin kommt cot^ nur einmal vor, ist daher leicht ein7.usetzeo 
und gibt 

was sich kürzer achreiben läfst*): 



y ' » ' - ■ ~:—^ i t cot ü? — cotc — V m — cot e I . 
'^ 2 sine l ^ J 



8) n 

Darin iat c = a + 2 ^3 und 
w = cot a + 






: (cot 95 — üOt et) . 



cot 1? = cot e + l'^(cot <p^eo%€) (cot « — cot b) 



Erdküpper ohn« ÜberhftlmiiR (Fi^. 195). Fflr /ii = ffiril' 
m — cota, daher (GL 7) 

9) 

und 

10) /?=^^f^!M'ivcot¥^-cä^-l^^t7^^^eHu]* 

Jetzt kann i> wieder in der einfachen Form 

I>=VtitA2 

geschrieben werden; daher wird das Gesetz der Verteilung ^^^ 
Druckes TJ über die Höhe der Wand wieder ein Dreieck von der 



*) K. T. Ott, Vorträge über Baumechanik, 1. Aqü., J. Teil, S. 27. 
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Qrundlinie fc/t, und es mufs der Angriffspunkt M von D 

wieder in der Höhe 

11) e=y-sh Hegen. ^^^- ^^^• 

Steht die gedrückte Wandfläche auch noch 
lotrecht, ist also a = 90", so wird 

cota = 0, e«90f + 2<??, /^ -c:^-, ^^m 

mithin J "^^^ir^:" ^ -^ *^ 

cotc= — tg(299), sine« cos 2 99 und 






ik 






was sich aber auch zu 
12) ' 1> = 



cos 9? 



D = 



2 (i+Vj^q>)' 



oder zu ^---^^--^^^^^ 

zusammenziehen läfst, worin/=tg4^. 
Für <p = SO^ wird .nach Gl. 12: 

C03(p 



k—y 



1 = 0,291 y 



Und D = ^2 • 0,291 y h^ t während sich ohne Reibung an der Wand 
1^ = 1/2. i/syh^ ergibt (S. 383). 

Die Gl. 10—12 müssen auch für Wasserdruck gelten. Es wird dann 
sunächst s = a und nach Gl. 10 

_. Ä* sin «p , . . . yh^ cos es — sin c> cot a 

i) = y-r- -:— ^ (cot e> — cot Ot) = ^ r ; 

' 2 sin « 2 sm a 

setzt man hierin f = , so entsteht richtig 

2 sin a 

UnbegrenEt ansteigender Erdkörper. 

- ,\ =1, mithin m = cot cp und (Gl. 7, 
h-f- hl 

S. 391) 

13) coti? = cot<^, oder ^ = q>, 

d. h. die Gleitfläche ist in diesem Falle 

mit der natürlichen Böschung parallel 

(Fig. 196). In Gl. 8 wird für m = cotq) 

der letzte Klammerausdruck Null, der Faktor 

[h-hhi)^ aber unendlich, so dafs D zunächst in der unbestimmten 



Für Ai = 00 wird 
Fig. 196. 
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Fünftel' Abschnitt, Enldrudc und Stützmauern, 



Form c»*0 erscheint. Um hierfür eine bestimmte Gröfse zu er- 
halten, mufs mao für m den uräprünglichen Wert (Gl. 3, S. 391J 
einführen und mufs den Faktor (A + '''i)- durch den Diviaor l:(/t+Äjf 
ersetzen, damit die Form 0:0 entsteht. Es ist dann 



^^/9m^ 



2 äinE 



/cot fjo — cot — el/ cot tt + f *' |(cot <fj — cot a) — cotf 



h + h, 

In dem (bis jetzt UDbestimmten) Klamm erausdrucfeo sind ono 
Zähler und Nenner mit ihren Äbgeleitetfln nach der Grflfse A, za 
Tertauschen; führt man dann wiederum A|==«> ein, so entsteht 
naeh entsprechender Kürzung der beatirarate Wert 
yh^ sin (p (cot (fi — cot ajä 
2 sin £ cot fp — cot e ' 
wofür man mit ^=« + 2*^ auch schreiben kann 
yh'^ 1 — C03 2 (a — q>) 



D=< 



14) 



D = * 



2 (1 — cos 2 a) sin f a + 9)) ■ 
Wiederum erscheint D in der Form ^i%kh-, so daft die 

Druckverteilung wieder durch ein Dreieck darstellbar ist und der 

Angriffapankt M m der Höbe e=^y'ih Hegt 

Für eine lotrechte Wandfläche oder ^ = 90^* wird 

15} i>=V2;'AUöa v, 

was für 93 = 30" 1> = 0,433 ;'A- gibt (etwa 3 mal soTiel wie bei 

k,=0). 

Endliche Überh&huug des Erdkiirpers. Hat h^ irgend einen 
endlichen Wert, ao gilt für den Erddruck die Gl. 8 (S. 392). Bei 
der Ableitung derselben wurde in Fig. U>4 vorausgesetzt, dafa die 
Gleitebene AG rechts von dem Punkte C liegt, denn andernfalls 
würde das abgleitende Erdprisma nicht durch ein Viereck dargestellt 
Yon der Richtigkeit dieser Voraussetzung (falls BC unter dem 
natürlichen Bosch ung^winkel (p ansteigt) kann man sich in jedem 
besonderen Falle leicht überzeugen, indem man d nach Gl. 7 be- 
rechnet und mit der Neigung einer Geraden AC vergleicht Man 
wird dann stets finden, dafg die Annahme zutreffend war. Nimmt 
man nämlich eine bestimmte Überhöhung k^ an^ läfst aber die in 
Betracht kommende Mauer höhe h von Null an stetig zunehmen, 
indem man den Fufapunkt A an der Wandfläche allmäblich nach 
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Fig. 197. 



unten verschiebt, so ergibt sich für h = die Gleitfläche parallel 
der natürlichen Bßscbung (weil dann Gl. 13 gilt), mit wachsendem 
A wird aber cot d kleiner and ^ langsam gröfser, wobei sich jedoch 
die verschiedenen Gleitebeneo innerhalb des 
Erdkörpers nicht durchschneiden (Fig. 197). 
Angriffspunkt des Erddruckes. 
Die Beziehung zwischen i> und h in Gl 8 
ist eine verwickelte, weil in m auch noch die 

K Gröfse k vorkommt; die Dmekverteilung ge- 

" schiebt daher nicht mehr nach einer Dreiecks- 
fläche, und der Angriffspunkt des Erddruckes 

■ liegt infolgedessen auch nicht mehr im 
anteren Drittels punkte der Wand; man kann ihn aber stets in 

_ folgender Weise bestimmen: 

B Betrachtet man von der Wand nur das Stück BJ=z—h^ 

(Fig. 198), so kann mau den auf BJ kommenden Druck D^ be- 
rechnen, indem man 
in Gl. 8 h^-h^ mit Fi^. 198. 

■ ^ vertauscht- Trftgt ^'^""'' 
man diese Werte /X ;' 
in der Wagerechten 
durch die zugehörigen 
Punkte J der Wand 

— von einer Lotrechten 

B ^1^1 ^b, 30 erhält 
man eine Kurve ^i Ei , 
welche man, zum 

Unterschiede von der Druckverteilungsfigur, die Gesamtdruck- 
Kur Te nennen kann, und welche als Integralkurve jener zu be- 
zeichnen ist. Zur Ermittelung des Angriffspunktes von D kann 
man sich diesen Druck und die sämtlichen Teile dB desselben um 
ihre Angriffspunkte an der Wand gedreht denken, bis sie wagerecht 
liegen. Dann gilt die Momentengleichung 

Läfst man aber z um dz wachsen, so entspricht der Abszisse 
vz-^dz ein Kurvenpunkt K^, und der Grundrirs von Ji Ä", stellt 
\dD dar» während /j+Aj — 2 die Höhe des Punktes Jj über der 
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Grundlinie A^E^ ist. Der in der Figur gchraffierte lotrechte 
Flächenstreifen hat daher den Inhalt dD(k-\-hi — ?)» und das 
Integral in Gl 15 bedeutet den Flächeninhalt von JiBiE^, Ver- 
wandelt man diese Flache in ein Rechteck von der Breite ^,J?|=i>, 
80 ist dessen G5he nach Gl. 15 das gesuchte e. Man kann hier- 
nach auch schreiben: 

ph + ki 
16) I)^=\j?,d:r. 

Id allen Fallen, wo die einfache Bejiehungr D^^^ftkh^ gilt, ist 
Kurve B, £| eine Para bel rait dem Bcbeitd £, , da^ Parabeldreieck hat 
den Inhalt *ßh' Ä^Ef , und es wird e^^^/sh. 

Setzt man in Ol. S 

r ^ . ■ (cot es — cot e)=B , 
2 Bin * 



cot ^ — cot a 



oot 5? — cot e 
cot a — cot e 



= C, mithin 



cot je ^ cot £ 



= 1 — Ö , 60 wird 



ii=2<(/.H-M=(l-|/l_C+^.c)' 



und 



Ä = bG-V^**{1 — 0)+A*f?)S daher 

Hiernach könnte man auch die DnickTerteilungsfigur zeichneD- Besondera 
wichtig ist^ dafa fnr ? = ^i p^O wird, dafs also diese Figur wiedemro ein 
Dreieck Ä^B.iEi ist, dei^äen eine Seite allerdinga darch eine krumme Utiie 
gebildet wird. Diese hat oben hei B, eine Neigung dp: dz, welche gleict 
dem Werte k für anendliche Ueberhöhung sein mnf«; nach unten nähert sich 
diese Neigung mehr und mehr demjenigen Werte i^on Ic , welcher dem Falk 
Ai^O entspricht. 

Weil für £ = hi die Abgeleitete dDids^Q, ao ist die Kurve M^E^ 
bei £j lotrecht gerichtet. 

Führt man die angedeuteten Ermittelungen durch, so findet 
man, dafs die Höhe e des Angriffspunktes vun D je nach der 
GrSfse der Überhöhung A, und des Reibunj^swinkels tp zwischen 
VsÄ und etwa ^sh ach wankt. (FSr /(j=0 hatte sieb ja 7-^^* er- 
geben und für h^ = =o gilt nach S. 304 dasselbe.) Man darf dafür 
in allen Fällen mit genügender Annäherung 

setzen und kann sich die mühsame Berechnung des richtigen Werti 
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ersparen, weil ja das Erdreich fast immer etw^ Scherfestigkeit be- 
sitzt, deren günstige Wirkung hier ganz vernachlässigt wurde. 

I Lotrechte Waud mit überhölitera Erdkärper. Für a = 90" 



wird cota = 0, £ = 90" + 2(p, in = 



hl 



{h + h,} 



-^cotfp, daher (Gl. 8) 



Setzt man JJ^^^/tkh'-, öo erlifüt man für ^^30** and für verschiedeae 
VcThältDiaso /*, : h folgende Werte f&r k t 



K 




h, 


1.=..^^ 
h^ 


h 


h 





0,397 r 


l 


0,608 ^ 


0,1 


0,353 ;' 


2 


0,702 r 


0.3 


0,400 r 


3 


0,746 ;-. 


0,3 


0,440 r 


4 


0,771 r 


0,4 


0,475 r 


5 


0,789 r 


0,5 


0,505 r 


6 


0,799 r 


0,6 


0,531 r 


10 


0,822 r 


0,7 


0,554 r 


oo 


0,866 r 


0,8 


0,574 r 






0.9 


0,595 r 
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e) Zelchuerische Bestlmmuiig des Erddruckes. 

Die Berechnung des Erddruckes nach den voistehenden Formeln 
ist verhältnismäfsig umständlich; daher igt das nachfolgende, von 
Robb an n*) angegebene zeichnerische Yerfahren sehr wertvoll. 

Die Wand sei eben, der Erdkörper oben durch eine beliebige, 
rechtwinklig zur Bildebene stehende gekrümmte ßC begrenzt. 
Der Winkel» um welchen der Erddruck Z> von der l^^ormalen zur 
Wandfläche abweicht, kann noch unbestimmt (von fp verschieden) 
gelassen und mit d bezeichnet werden *'^J (wobei die Eichtung der 
Abweichung so gedacht ist, wie sie bei abgleitendem Erdkörper 

H *) R ebh an n, Theorie des Erddrucks und der Puttermaaern. Wien 1870, 

■ S. 309. 

m **) Vergl. die Fyfsnote auf S. 390. 
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auftritt). AG sei die Gleitebene (Fig. 199), dann halten sich an 
dem Elrdprisma ABO die Kräfte Q, D und TT im Gleichgewicht 

und bildet! das Kräftedreieck 



Fig. 199. 



ifr 



.oc-m/L 



kJt 



\9 



1} 



fh 



m 







ELH, welches sich dadurch 
Tön dem entsprechenden Dreieck 
in Fig. 194» S. 390 unters eh eid et, 
dafs der linksseitige Aufsenwinkel 
hier a + d igt. 

Die för die Gleitfliche mafs- 
gebende Bedingung dl>:d0 — 
oder ,7/> = o-'/T? 

kann nun so gedeutet werden, dafs, 
wenn die Schnittebene (nebst 
dem daran auftretenden Wider- 
stände W) um dd verdreht wird» 

die Kraft D ihre Gröfse beibehält. OAGi sei dieser Winkel dO, 
im Kräfteifreieck durch EHJ dargestellt; dann iät JLH das 
Kräftedreieck für das Gleichgewicht des Körpers ABO^ . Das 
Stück £/, um welches Q sich vermindert hat, ist hiernach gleich 
dQ^y-AGGi. 

EHJ und AG Gl können als unendlich kleine Ausschnitte 
mit dem Zentriwinkel da angesehen werden und verhalten sich 
daher wie die Quadrate der Radien, d. h, 

EHJ EH^ , 
^ AGGi'^AG^' 

EHJ und ETIL verhalten sich aber wie die Grundlinien EJ 
und EL oder wie dQ und Q, also 

EHJ_^dQ^AGfh^ 

EHL Q ABO ' 

Ter bindet man dies mit Gl. 1, so entsteht 

EHL EM'^ 
ABO^ AG^' 

Man kann aber leicht ein dem Kräftedreieck ähnliches Dreieck 
zeichnen, welches zu ihm in dem linearen Verhältnisse AG' EH 
steht; man lege nämlich durch A die natürliche Böschang AjS'^ 
80 dafs 2]iGAN=^^fp wird, ziehe dann ^jV so, dals a + c? bei 
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N als Äufaenwinkel des Dreiecka AON erscheint, dann ist dieäea mit 
dem Kräftedreieck winkelgleicb und ähnlich, uod fdr ihre Inhalte gilt 

EIIL _ EH^ 

Die VerbiDduüg der beiden letzten Gleichungen führt auf 

2) •AGN^ABG, 
Die Gleichheit der Flächen AGN und ABG ist 

^also die Bedingung für die Gleitebene AG. 

Im Kräftedreieck ist 

B LH 

q~ ElJ 

in demselben Verhältnisse stehen aber in dem ähnliehen Dreiecke 
AGN die Seiten GN and AN, so dafs 

„=,-=,.....||=,.....- 

wird. Daa Dreieck A G N läfst sich aber leicht in dem Verhiältnisse 
i<?JV:J. TV verkleinern: Macht man NP=NG und zieht PG , so 
ist PGNiAGN=PN',AN 
= GN:AN, 
also ist 

3) I} = /'PGN, 

d. h. der Erddmck B ist gleich dem Gewichte eines 
Erdprismas von Querschnitt PGN, 

Bei beliebiger oberer Begrenzung BC zeichne mau hiernach 
die natÜTliehe Böschung durch .1, ziehe nach dem Augenmafae AG 
und prüfe nun die Gleichheit der Flächen ABG uod ^l^riVt 
welche man nach einigen kleinen Verschiebungen von G mit ge- 
nügender Genauigkeit erreichen kann. 

Die Gerade GN, welche mit AN den Winkel a-\-d bildet, 
achneidet die Wagerechte offenbar unter dem (um (p gröfseren) 
Winkel a + ^J+gj. Die Richtung von GN ergibt sich daher 
leicht, indem man an die Wandfläche AB (Fig. 199) (welche gegen 
die Wagereehte die Neigung a hat) bei A den Winkel d + f/' nach 
aulsen anträgt (für tl=fp also 2<p). Zu dieser Stellungslinie 
ist dann GN parallel zu ziehen. 

Bei ebener Erdoberfläche läfst sich die Gleitebene unmittelbar 
finden (Fig. 200). Hat sie nämlich die Lage AG, und mufs also 
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AB fr — AG N BeiDf bo ist die Höhe dieser beiden Dreiecke mit 

gemeinsamer Grundlinie AO die gleiche. Daraus folgt, daß, mm 
NF II AG gezogen wird. 



BG = GF 
sein mufa. Trägt man den 
Winkel d+<fj diea Mal bei B 
SD die innere Seite der Wand, 
so dafs BK die 8tellungs- 
linie wird {lu welcher GN 
parallel sein mafsj, so erhält 
die Figur nun 2 Paare von 
Parallelen, woraus sich fol- 
gende Verhältnisse ergeben: 
GF AX 



Fig. 200. 



^ 



\ 



GE AB 
oder» weil BG = GF, 

AN KN 



and 



BO KN 

GF NB' 



AN^AK 



AF NF AF—AN' 
Dies gibt AF^AN—AN^^-AEÄN—AFAK oder 
4} AN^ = AE'AK, d.h. 

der Punkt N ist so zu bestimmen, dafs ^'1:V die mittlere 
Proportionale zu AE und AK ist. Man beschreibe daher 
über AF einen Halbkreis und ?iehe durch K die Rechtwinklige 
KR zu AF, dann ist Al^- = AF'AK. Man braucht sonach 
nur AN=AB zu machen; zieht man dann NG \\ BK, so ist 
AG die Gleitehene. Dag Erddruckdreieck PGN ergibt sich, 
wie vorher. 

Wählt man auf der Wandfläche einen anderen Punkt an 
Stelle von ^i, so entsteht eine mit Fig. 200 völlig ähnliche Figur. 
Bei ebener Oberfläche BF sind demnach die Gleitebenen für alle 
Stellen der Wand miteinander parallel; die Fläche des Dreiecks 
FGN ist mit AB^ proportional, der Erddruck also von der Form 
i>=Va/-/i*. Hiernach ist die Darstellung der Verteilung des 
Druckes über die Wandhöbe ein Dreieck, dessen Grundlinie 
Ich man erhält, indem man PGN in ein Dreieck von der Höhe h 
verwandelt. 




Fi^. 201. 





Pig, 203. 



i) Zeichnerische Bei^timmuHg des Etddtucks. 



Ist d©r Puökt E für die Zeiclinuag nicht verwendbar (Fig. 201), so 

yelit man durch K ein« Parallele EK^ ku BE ond kann nun den Halb- 

^eis über AB ^eiclineo und Ä',Ji,X^B 

^egeö ; dann bt UM — AB AK^. Macht 

^^ daher AN^ — AR^,m sind die Strecken 

«wischen den Punkten vi, JiTi , iV'j und B 
Foportion&l denen zwischen ,4, Ä", iV^ und 
-^t so dafs eitle Parallele N^ N zu B E den 
^nokt A"^ liefert. Bei dieser Vergröfserang R, ^ 
"■^f proportionalen Teile wachsen aber auch 
^^ ^etler, so data es rätlich iat, zu prüfen, 
"'* auch N und B gleicb weit vod der 
öleitebcne Ä G abstehen. 

Hat die Oberfläche die natürliche Böschung ^ (Fig. 202), so 
fällt E (Fig. 200) in unendticlia Feme, ond ea wird auch A N= ao , mithin 
^^^h BG = ao. Die Gleitflitdio AG ist also 
^on ^ nach dem unendlich fernen Punkte der 
Geraden BE tu ziehen, füllt eonach mit AK 
^^atnmen. Ea findet hiermit Gl 13 S. 393, 
^vonach *==^ wird, ihre BestätigUDg. Das 

CErd druck drei eck würde nun nach dem bisherigen 
Verfahren in uneadüche Ferne rocken, kann 
aber, weil GN and BK (Fig, 202) jetzt 
Swihchen Fjirallelen liegen, also gleich gind^ 
an jeder beliebigen Stelle awisehcn diesen 
Parallelen goseiehnet werden (Fig 303). 
Ist der QuerschDitt des durch die Öleitebene abzutrennenden 
Erdprismas nicht ein Dreieck, sondern ein Viereck (Fig. 203), 
so kann man, weil es (Fig. 199) nur auf die Gröfse, nicht auf 
die Form der Fläche ABO^ ankommt, das Dreieck ABC (itt 
Fig. 203) in ein solches ABiC verwandeln, dessen Spitze J3i auf 
der Verlängerung von EC liegt. Damit nun ABiG = A^JjV 
werde,' hat man durch Bi eine Parallele BiK zur Stellatigslinie 
BD zu ziehen und nun den Punkt K 
wie in Fig. 200 zu benutzen. In diesem 
Falte findet die auf S. 400 besprochene 
Gleichheit der Verhältnisse bei anderer 
Wahl des Punktes A auf der Wandfläclie 
nicht mehr statt, und es ist nicht mehr 
I>=i/2l'P (vergl. S. 395). 

Eiuflufs einer Bdastnug der Ober- 
Mche. Wir denken uns die über die Oberfläche gleichmafaig 




Fig. 203. 





Eeck, KluUiitAtJslelirä. IL 
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Terteilte Belastung q Id. ^* auf die Dichte ;' der Erde rednziflr^ 
30 dafs die entsprechende Belastun^shöhe Ah^ *j:y wird n» *3 
dieae Erdschicht durch die Linie B'{V'\BG (Fig. 204) begrenz < 
erBcheint Beichte die stützende Wand AB über B hinaii.^ 
bis B\ so wörde der Erddruck D in bekannter Weise m^ 
ermitteln sein und seine Verteilung über die Fläche AB' sicti. 
durch das Dreieck KLli 



B 



ßl^ 



-Fir\D 



Fig. 204. 
(Fig. 204J darstellen lassen. 

Denkt man sich nun den der ö'_=^^-=r:^ " 

Belastung entsprechenden Teil 
des Erdkörpera oberhalb BO 
bis zur Gl^itfläche Af^^' er- 
starrt, ao übt er einen Druck 
auf das Stück B B' der Wand 
nicht mehr aus; der Druck 
auf die Wand A B bleibt aber 
UDgeändert und seine Ver- 
teilnng wird durch das Trapez 
DFUK ausgedruckt, wäh- 
rend das Dreieck DLF der Druckfigur Teracbwindet, 

Ohne die Belastung würde das Dreieck FUJ die Verteilong 
des Erddruckes D auf die Wand AB darstellen, durch die Be- 
lastung kommt das Eechteck JiFJK zu der Druckfläche hinzu. 
Ist die Druebfigur JFH ohne Belastung schon bestimmt, so erhült 
man diejenige mit Belastung, indem man die Seite HF bis zum 
Schnitt S mit der Belastungalinie verlängert und SK |1 JF zieht. 



L 



H 



Sr- 



t) Anwendung auf die Berechnniig toü Stützmauern, 

Für die Staodsicherheit von Stützmauern ist inarsgebend, dafs 
in den Fugen weder ein Abgleiten noch ein Überschreiten der 
zulässigen Druckspannung Torkomme. In den meisten Fällen ist 
die unterste Fuge des freistehenden Teiles der Mauer die am meisten 
gefährdete; diese möge daher betrachtet werden; doch gilt das 
Rechnungsverfahren auch für jede höher liegende Fuge. Die Sichtung 
der Fugen ist einstweilen wagerecht gedacht (Fig. 205). 

Der Erddruck D möge nach dem vorhergehenden vollständig 
ermittelt sein und von der Normalen zur Wandfläche um den vollen 



Befechnutiff der StütJ:t»aue. 



Fig. 205. 
(7 ß 



3\ 



B 



ß'öil>\ingswinlj:el 9 abweichen. Mit ihm setzt sich das Gewicht 

^ <ä.er Mauer, dessen Eichtungslioie in dem Abstände ^ an ji 

^Orl>eigehen möge, zu der Mittelkraft 11 

^^Sa-mmen. Letztere schneide die Fage 

*^ dem Punkte U mit dem Abstände t 

^^Tk der Äufgenkante Z> und bilde mit der 

lotrechten den Winkel ß. 

Zerlegt man B in wagereehte und 
lotrechte Seitenkräfte X and Y, so iat, 
^emn « den (in der Figur stumpfen) 
Neigungswinkel der Wand bedeutet, 
X= D sin ((X + fjf} 
und F= — Z> cos (a + ff)) 
(weil i> mit der Lotrechten den Winkel a + <^ bildet). Die wage- 
reehte Seitenkraft TOii R ist daon 7^^ A^= Z> sin (et + ^j) , die 
lotrechte .V = Ö + F^^ <? — i> cos (a + ^i) und 



J^ 



^ii 



*Af 



1) 



'e^ jV <?^i>C03(a + <?))* 



Die Lage des Spannuogsmittelpunktes U der Fuge findet man 

mittels der Momentengleichung in Bezug auf A . Das Moment 

'von B ist gleichbedeutend mit dem von iV, nämlich N{d — i), 

das Moment von J> gleichwertig mit dem der normalen Seitenkraft 

gegen die Wandfläche, nämlich i?eos^- 



sina 



Daher wird 



€ 



^{d^i) = DcoBq}-T^-[-Gff oder 



smä 



d — i^ 



Offene 



cos (p 
Bitia 



i 

^^^ O — 7> C09 (« + ^) ' 

^" Legt man einen trapezförmigen Mauerquerschnitt zu Grunde, 

wobei a und ^i die Grundrisse der Seiten AB und (JD sind, so 

kann das Trapez als Unterschied des Tollen Kechtecks dk und der 

Preiecke ^l2ah und ^j^a^h betrachtet werden, ao dafa für ein 
Mauerstuek von der Llnge Eins 

G = V2/i h.{2d-a~- aj und 

=* '/s;'i A (d>— öl (f + V3 [«? - a^]) 
36* 
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ist, wenn yi die Dichte und das Gewicht der Eaameinheit des 
Mauerwerkes bezeichnet. Hiernach wird ans Gl. 1 und 2; 

D sin (a 4- f^p) 



3) 



4) 



^ß = l 



d~t-- 



, 2/1 A (2 d — ffl — «i) — i> cos (a + 9?) 

sinot 



y,^(d^^o,d-^^/z[a]-a^])-^I)e 



V2/1 A (2 d — a — rtj) — D C03 (a + ff) 
Die Gefahr des Gleitens ist meist nicht mufsgebend für die 
Sicherheit der Mauer, well man ihr leicht durch Neigfung der 
Fugen entgegenwirken kann; hestimmend ist Tielmebr die Lage des 
Spannungsuiittelpunktes U and die GrDfae des Normaldruckes .V, 
aus welchen dann die Verteilung der Normalapannungen sich er- 
gibt Ea iat hei Stützmauern meistens nicht erforderlich, dafs der 
Punkt U innerhalb des Kernes, also des mittleren Dritteia der 
Füge, bleibe I die Erfahrung lehrt, dafs der Punkt U etwas aufser- 
halb des mittleren Drittels der Fuge 1>A liegen kann, ohne A%^ 
die stärkste Druckspannung 0^ das zulässige Mafa üb erscli reitet- 
Aus diesem Grunde Ufst aich für Mauern trapezförmigen Quer- 
schnittes nicht eine ganz bestimmte Formel für die unter alleit 
Umständen erforderliche oder zweckmäfsige Mauerstärte angeben, 
Tielmehr werden meist einige Proberechnungen erforderlich ssiu, 
bis man diejenige Stärke gefunden hat, welche in Bezug auf die 
Grflfsen d — t, Oj und ß nach allen Richtungen befriedigt. 

Man kann die probeweise Hechnung mit zunächst als wahr- 
seheinlich angenommenen Maueratärken beginnen; för mittlere Fälle 
erhält man übrigens ziemlich befriedigende Verhältnisse, wenn mau 
die Bedingung stellt, dafs der Punkt U um ^ß d von der äofserea 
Kante D liege, dafs also d~-t = */-^ d sei. Setzt man diesen Wert fllr 
d^t in Gl 4 ein, so erhält man die nach d quadratische Gleichung 

5^ , o. . lOJ>cos9>« 



ö) 



^H2dfe-L.-|^'''^" + ^'^ 



;-/. 



'^I = ^K-«^)' 



3 /sin* 



Die stärkste Kantenpressung ist nach Bd. 1 S, 235 Gl. 15 



6) 



"d^ 



2 N _2 G—I}coB(a + (p} 
B f 3 f 



Beispiel : Eine Stützmauer kehre eioem aberh5hteii Erdkörper eine lot- 1 
rechte Fläcbe zu (ea sei a^OO*, o^O). Der Beibungawinkel fj des Erd-j 
Teiches betriig:e 30". Mauerhöhe tiad C"berliöliuQg h^ seien beide gleich 5»] 
und der änfsere Aolauf Oj der Manei ^ihh=l^ (Fig. 206). 



f) Jiei-eckmtng der Stützmauern. 
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Daiiu ist nach der Tabelle auf S. 397 
[J? = 7,6?'; co8(«4-p) = — siti30*= — 0,5j sin (a 4- (P) = cos ^e = 0^866 , 
?^ach Gl. 5 wird, wenn^mati e = ^/ih setzt (ifergl S. 396) 

Eb möge ] cbm Erde ^=;1600*ff wiegen; eiüe Malier aus Ziegeln ist etwa 
-cben&o schwer, so dafs dann 



Fig. 30G. 
T 



540 



m 



,7» 



Uf^' 



l j' : ^j =: I ; für Bnichstein- 

Imatierwerk kann ^, = 2000, 

jalao ^ : jF-j ^ 0,8 gesetzt 

Iwftrden. Die Annahmü L /o'^ 

jy = j-^ liefert d = l,86m 

^ = 0,8?'i aber rf^ 1,73 m. 
|?(Das Gewicht G der dich- 
eren Bruchstein maner üe- 
ifert mit D eine Mittelkraft 
}JR, die mehr nach rechts 
liegt, also eiaer güna tigeren 
Lage des SpauDungsmittel- 
Hpnnktes U entspricht und 
H deshalb eine geringere 
H Mauerdicke d erfordert. 
^■Wählen wir hiernach Brach* 
^J stein, nchttten j^^^ 1600, 

j-i=2000 und tf = rd. 1,8 "1, Cg"", 
rio wird di© obere Mauer- 
|«tärfce gleich 0,8 ™ . Ferner "fi 

D = 7,6 1600 =12 160 kg, 
iV= 13 000 + 6080 = 19 080 ^V, 
T= 12 160 ' 0,866 = 10 530 ^ . 
Hiermit wird (Grl 1) 

G-g = {5- 0,8 ■ 0,4 + 2»5 (0,8 -1- 0,33)} 2000 = S850 -»/kg . 

Daher nach GL 2 

8850+ läl60-0ta66-''/3 



d-t^- 



1,37^ 



19 080 
i = l,80— 1,37-^ 0,43 m. 
[ithin ist bei mangelnder Zugfestigkeit die wirksame Breite der Grundfago 
Ifleich 3-0,43—1,29™ und die gröfste Druckspaönung 

>ie Sicherheit gegen Gleiten entspricht mit /^^SS" eben den Anfordeniogeo. 
>i© Aüstrengung d«s Manerwerke ist mit rund S^t ßohr gering. Gleichwohl 
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bt es dicht rätlich, die Matiärstärkä geringer zd vrählen, weil bei einer 
geringen Vermindening too d der SpauDangBmittelpuukt w sich TerhllfcnümlftfJ 
schnell der ÄuCwo taute tiähert. 

yörteilhH.ft würde eä ilagegeu aeiii, wenn man die Fugea nach rttclwjlrts 
abfalleod neigte, wodurch der Winkel ß entsptechend kSeiner außtiöJe. Auch huu 
la&n den Mauerltörper im Bereich de^ UDwirksaiuen Teiles der QiünM^p 
etwa Dach der ponttierten Linie (Fig. 206) rerkleinem, wg durch aach die 
gröMe Kautenpreaaiiüg noch um etwas rerringert werden würde. 

g) Spannangen in einem Pniikte eines Erdki}rpers. 

Die B(J, i S. 70 ff. sowie S. 192 ff. entwickelteo allgemeineii 
Beziehungen zwiaclien den Kräften aD einem Teilchen eines Körpeß 
gelten auch für Erdkörper, soweit die sich ergebenden SpanDuugen 
mit der Beschaffenheit einer Erdmasse vertraglich sind. 

Ea soll hier nur der einfachere Fall behandelt werden» wo der 
Erdkdrper durch Zylinderflächen begrenzt ist, deren Erzeugende 
rechtwinklig zur lotrechten Bildebene stehen; auch möge sieh der 
Erdkörper zu Inäiden Seiten der Bildebene weit genug erätreckeiit 
30 dafs diese als eine Symmotrioebene ffir den Kflrper angeloben 
werden kann. Dann mnfs die Spannung an jeder zur Bildebens 
rechtwinkligen Schnittfläche mit der Bildebene parallel sein. Lälät 
man daher die Schnittebene sich um eine durch P gelegte Winkel- 
rechte zur Bildebene drehen, so werden die entspreehandfln 
Spannungen p sämtlich in der Zeichenebene liegen und die Mittel- 
pnnktsstrahlen der Spannungsellipse bilden. 

Diese Spannungen p stehen im allgemeinen schief zu dea IK' 
treffenden Schnittebenen; nur die Hauptspannungen (J, mi "2 
sind reine Normalspannungen und stellen zugleich gröfste und 
kleinste Spannung für alle durch die Achse P zu legenden Ebenem 
dar. (Die gröfsere der beiden Haupt^pannungen» dem Zahlenfferte 
nach, BoU stets o^ sein.) 

Wir setzen zunächst voraus, dafs (Fig. 207) die Haupt- 
spannangen bei P, nämlich PA — 0, und PB = o^, nach Richtnoß 
und Gröfse gegeben seien, u. zw. ala Druckspannungen; dann sOJL 
die Spannung p an einer Schnittebene JsF, die mit der Richtin- 
0j den Winkel a bildet, nach Gröfse und Richtung bestimmt werde 
Schneidet man ein unendlich kleines Prisma PItS (von der Län 
= 1 rechtwinklig zur Bildebene) aus dem Erdkörper heraus, de 
Fläche PS in der Ebene EP liegt, während PR und i2^ 
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Hiehtungen der HauptapaDnnngen haben, so müssen an diesem Prisma 

die Flächenkräfte einander das Gleichgewicht halten. Ist FS=dst 

Mfo wird 

■ PM = ds(iOsa, RS^dsslna. 

An FR wirkt nun eine Normalspannung o^, daher 
eine Druckkraft a^dscosa^ an i2Ä eine Druck- 
kraft aidssiwx.. Mit beiden mufs die schiefe 
Druckkraft pds an PS im Gleichgewichte sein. 
In dem Verhältnisae der Spannungen wird nichts 
geändert, wenn man den gemeinsamen Paktor ds 
forttäfst, 30 dafa p mit a, cos a und Oi sin a im 
Gleichgewichte sein, also ein geschlossenes Kräfte- 
dreieck bilden mufs. (ö. Bin a und a^ cos a sind 
die rechtwinkligen Abstände der Punkte A und B 

-von EP, daher leicht abzagreifen.) Durch das l>^ ^ 

pKräftedreieck ist p nach Gröfse und Ricbtang völlig 
bestimmt and kann leicht als PQ an den Punkt P parallel verschoben 
werden. Aus dem Dreieck ergibt sich noch 

■i>) tg^ = ^L^ — = — ^- — oder tga-tg>t = — . 

^^ ^ cr^ sm a a[ tg a ^ ^ <7i 

Für ^ = ist x=-90^ für a=90'* ist / = 0. Nur in diesen 

beiden Fällen steht p rechtwinklig auf der Sehnittebene, ist 

ffl-{-i = 90". Liegt a zwischen und 90 *\ so ist a + i ein 

.spitzer Winkel; denn man findet 



. y . 3, te a + tg Ä 



äer nach Gl. 1: 



tg(a+i) = 



tg« 



öjtgct 



KM für einen positiven, endlichen Wert von tga (und für öj^^ö^) 
kuch stets positiv und endlich ist (während für einen stampfen 
Winkel a + i die Tangente negativ sein müfste). 

Die Hichtung PQ der Spannung p weicht von der Normalen 
fPN der Schnittebene um einen Winkel d ab, dessen Gröfse sich 
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daraus ergibt« daö a4--i + <^==90" sein mufö; ob wird dariwi^ 

d=ÖO'' — (a + i), Tnithin ^ 

Die Abweichung d wird am gröfsten für denjenigen Neigungswinkel 
a der Schnittebene, welcher tg (a -f /i) oder in GL 2 den Zähler 
zu einem Minimum macbt Setzt man die Abgeleitete die 



ZaMers (nach aj, namüch 



1 



cos^ a ö, sin^ a 



— Ot so entsteht 



3} 

and hiernach 

4) 



tg« = 



=-y? 



Fig, tos. 
Ä 



1- 



Oj 



„e 



tg<5„,^ = ± 7^, 

Zu den beiden Winkeln a nach Gl 3 gehört dann je ein Winkel Ä 
für den Gl. 1 tgi^rbV - ergibt, so dafa für diejenigen beidea 

Schnittebenen PG und Pr?! (Fig. 208), deren Spannungen p am 
stärksten von der Normalen abweichen, i=»a wird. Diese Schnitt- 
ebenen liegen symmetrisch zur Richtung der ersten Hauptspannung 
tF, ; die Spannung der einen Ebene fällt in die Richtung d^i 
anderen, und umgekehrt. ^H 

Bedingungen für den Gren7J!Mtand der Ruhe eines Erd- i 
körpers ohn« Scherfestigkeit, In einem solchen Erdkörper kann i 
vermöge der Reibung der Druck p höchstens um den Roibungs- 
winkel fp von der Normalen abweichen. Ist nun in irgend einem 
Punkte P . 

SO befindet eich der Körper im Grenzzustande der Ruhe, nm 
diejenigen beiden Flächen, für welche <3 = y wird, sind die 
Gleitflächen dieses Pankteä. Da nach Fig. 208 der Winkel 
öiPiVi^2a + Ö„,„ = 2a+«?? = 90f', so wird ftlr die Gleitflächen 
5) oc^V3(9O"-70. 

Um diesen Winkel weicht jede der beiden Gleitebenen von der 
ersten Hauptspannung ab. Sodann gibt Gl. 3: cr2:cr^=tg'^a oder 

' öl ^^ 2 l + ain*^^' 



lem I 
und ^ 
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Im Grenzzastande der Buhe haben also die beiden Haupt' 
BpannuDgen dieses bestimmte Verhältnia. (Pur ^ = 30** achlieften 
[die beiden öleitebenen einen Winkel 2a = 60<^ ein, in dessen Mitte 
l0i liegt; es ist dann 02 • ^i = '^^ .) 

h) Hpanuungeii in eiDem nnbegrenzten ErdkiJrper mit ebener 

Oberfläche. 

Ist ß die Neigung der oberen Begrenzungsebene gegen die 

{Wagerechte and legt man durch den Erdkörper die lotrechten 

'parallelen Schnitte ,4 7? und AiBi^ sowie den Schnitt AAi 

L parallel der Oberfläche (Fig. 209), so wirkt 

[auf den Körper ABBiA^ als Massenkraft die 

I Schwere. Die Spannkräfte 7> an den lotrechten 

[Ebenen müssen (wegen der gleichartigen Za- 

Lstände in dem seitlich unbegrenzten ErdkSrper) 

pgleich und entgegengesetzt gerichtet sein und 
In gleichen Tiefen unter der Oherfllche an- 

I greifen; sie mögen etwa die punktierten 

I Richtungen haben. Der Widerstand TT^ der Ebene AAi mnfs dem 
Gewichte Q gleich und entgegengesetzt sein (nach der Gleichung' 
der wagereehten und lotrechten Kräfte), mufs sich aber auch (des 
gleichartigen Zustandes wegen) gleichmäfsig über A Ai verteilen, 

^daher in die Mitte tob AA^ fallen und sich mit Q völlig aufheben. 

^ Daraus folgt dann weiter, dafs auch die beiden J) nicht ein Kräfte- 
paar bilden können, sondern in dieselbe Richtungslinie fallen, d. h. 
der Oberfläche parallel sein müssen (wie die voll ausgezogenen 
Eichtungen in der Figur darstellen). Die Richtung der Oberfläche 

^ und die Lotrechte sind also in der Weise noiteinander gepaart, 

^afs die Spannungen an letrechteu Ebenen parallel der 
Oberfläche, die Spannungen an den mit der Oberfläche 
parallelt'n Ebenen aber lotrecht sind. 

Dieser Satz gestattet die Anwendung des Rebhann'schen* 
Vertahrens (S. 398) auf die Ermittelung der Gleitfläehen eines 

.Punktes A für den unteren Grenzzustand der Ruhe. 

^ A B sei eine kleine lotrechte Schnittfläche im Erdkörper (Fig. 210), 
an welche sich BG parallel der Oberfläche anschliefst. Der 
an AB auftretende Druck schliefst mit der Wagerechten (der 
Normalen zur Schnittebene) den Winkel ß ein. Der auf B C lastende 
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Druct d«r oberen Erdmasse kano als eine gleichmäfsig verteilte Last 
angesehen werden, welche nach S. 4Ul* keinen Eioflufa auf die Neigajr| 
der Gleitebene bat, »o 

dafs man bei Bestim- Fig. 3io. 

mung der lelztereD 
JiV ab freie über- 
tiäcbe behandeln kann. 
Ad Stelle d^ aaf 
S.;m8bönutjtenWm- 
kels d tritt^ hier ß, 
und die SteUungsUjiie 
H K mafs von A It 
vtm ß+ tf' abwekben. 
Mail findet mm im 
PqdH *V in bekannter 

Weise, zieht y*i ü li K und hat damit eine Gkitfläche A<^ ge- 
funden. Die iweite OleitMehe AGi ergibt sieb« wenn man 
KrdkOrper links tüü A B betrachtet and dasselbe Verfahren anwendet; 
nur ist dabei in bedenken, dals man deo Winkel ß jetzt negativ 
setten miiiK oder dai^ die St«Uiuigslinie ^A*^, i^it AB den Winkel 
V' — ß einschließt Ztir PrtlAiiig der Kii4tigkeit kann dienen, dals 
die beiden Qleltfiftchen um 90" — y Toneinander abweichen müssen. 
Die Bifihiotig dw «ßten Haoptspanvtiiig <fy halbiert diesen Winkel. 

Die NeigURgeo der Gleit Sachen häogeo nar von ß und f ab, 
sind Ton der Lage des Punktes .1 fmibblbig^ig; im seitlich an- 
begrentten Erdkdrper mit ebener Oberfläche sind 
daher die Glettfachen Ebenen. 

Man kann nun auch die Greise des 
Druckes i> an einer lotrechten Kbene 
bestimmen (Fig. all), indem man die 
Schnittebene AB bts zur Oberflk^i 
reicheo iJUst und nach gefundener Gleit* 
fliehe das Dnickdreieck P'^X u&bhBit. 
Da bei einer Teränderong der Hl^he 
a if — A die Figmr sich ähnlich bleiht ae 
ist die Dreiecksfläche PGS proportional mit A* und X>=VifcÄ' 
ta setzen. Terwandelt man PO .V in ein Dreieck too der B^hm Jk, 
so ist dies die DrackTerteilnogsfignr dr AS, 



Fig. tu. 




hj Spannungen im unbegrenzten Erdkörper. 
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Nach Ermitteluog des Druckes auf die lotrechte Ebene AS 
l:ann man nun aach den Druck D^ g@gen eine heliebig ^eDeigte 
Ebent ABi bestimmen» denn daa Gleichgewicht der Kräfte an 
dem Körper ABBi erfordert, dafs />^ die Mittelkraft sei aus D 
und dem Gewichte n von ABBi. Dieser Druck Di geht durch 
den unteren Drittelapunkt von ABi^ ist daher auch von der Form 

^ Hiernach kann man leicht för jede Schnitt- 
ebene im unbegrenzten Erdkörper mit ebener 
Oberfläche die Druck Verteilung luv den unteren 
Grenzznstand der Ruhe ermitteln. 

B Bei wagerechter Oberfläche sind (nach 
dem Satze anf S. 409) die Spannungen an lot- 
rechten und wagerechten Schnitten Normal- 

, epanuungen (Fig. 212). Auf diesen Fall finden die Untersuchungen 

^^on 8. 380 Anwendung, bei denen an einer lotrechten Ebene ein 
reiner Normaldruck vorausgesetzt war. Die dort gefundene, 
als eben angenommene Gleitflflfhe, welche mit der Wagerechten den 
Winkel '/2(90"+*p), mit der Lotrechten den Winkel »/a(90" — 9^) 
bildete, findet bezüglich dieser Neigung hier ihre Bestätigung; die 

^2weite Oleitehene liegt symmetrisch, und beide schliefsen den 

^"Winkel 90*^ — f/? ein (wie es nach S. 408 sein mnfs). In einer 
Tiefe y unter der Oberfläche ist die lotrechte Hauptspannnng 
Oj —ytft die wagerechte (nach S. 382) 

^2 ~ ^'If =^y *g^ (4-^ '' — 'A H^) ■ If ' Für (p = 30 " ist o^ =y}/ , a^ = V^yy-) 
Das Verhältnis (i^'^i stimmt mit Öl. 6 S. 408 überein. 

Ist die Oberfläche unter dem natürlichen BSschungs- 

—^winkel (p geneigt (Fig, 213), so weicht der Druck an lotrechter 

^ Schnittebene, weil er mit der Oberfläche parallel, 

' um 9? von der Normalen ab. Die lotrechte 
Ebene ist daher eine Gleit fläche. Die zweite 
Gleitftäche eines Punktes A liegt parallel der 
Oberfläche, weil der an solcher Schnittebene auf- 
tretende lotrechte Druck auch den Winkel 
90" — f/:' mit der Ebene bildet. Die Richtung 
der Hauptspannung ö, ist daher gegen die Lot- 
recbte um Ab^'—'^li<p geneigt Während sieh 
, also die Oberfläche von der Wagerecbten aus um den Winkel tp 



Fig. 313. 
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links herum dreht, erfahren die Richtangen der Haaptspannmig-^^fß^ 
und der Gleitflieben eioe gemeinsame Drehung rechts heram, u. ? - ^ . r. 
um den Winkel 45 " — V^ f ■ 

Bei der Aufsuchung des Erddrucks eines unbegrflnzt überböhtzi:eii 
Erdkörpera gegen eine lotrechte Wand (S. 393) war die Wi^^^nd 
sei bat als eine Gleitfläche angenommen, weil man an ihr den vo1Z3eii 
Reibungswiderstand voraussetzte; die z\veite ergab sieh parallel -^KJer 
natürlichen Böschung. Diese Verhältnisse stimmen mit denen :ani 

unbegrenzten Erdkörper überein, so dals die dort gemachte A n- 

nahme einer ebenen Gleitfläche einleuchtend erscheint. Die aof 
S. 394 gefundene Gröfse des Erddrucka J}— V^;'/'^co3 v wird dfc^her 
fQr den unbegrenzten Erdk&rper ebenfalls richtig sein. 

Für den ober(?n Grenartiwtund det Ttnhe ksseo eich in etitsprecbe:^t]d«r 
Weise die GleitÜäcben lindeD, wenn man das, in sinngemärser Weise fttr döii 
paasiven Erddruck abgeänderte, RebhaDu'ache Verfahren anwendet Die 

Gleätflticheti haben dann im allgemeinen andere Riditungeo. Von der eE:-st«ii 
Haiiptapoiiinung öt, weichen sie wieder je um 45°— '/'^ ah^ währeod «% 
bei wagereditor Obertiuche im uüUreii Grenzzustande die erste Hauptspan -mild^ 
öl lotrecht, die zweite o^ wagerecht war, tritt für den obereo GreoKJStis'fciDd' 
das Kntgegenge setzte ein, so dafs tf^ wagerBcht, (f, lotrecht steht. Bei «i/ier 
Drehiitig d^r Oljorflucht> droht sich dio Richtang von ir^ in dem gl et che o Sioue, - 
Far ß=^ (Fig. 213) ist cur elTie Stelluii{,' dur Gldtflächeu, alao auch ffuj- 
ein GlekhgewichtaiUEtiiQd möglich ; die beiden Grenzi'.uatande fallen tmmnia&a,*} 

ij Richtung iUs Erddnickeg gegen eine feste Wand» 

In den Untersuchungen S. 39(.) — 397 wurde die Voraussetziirv % 
gemacht, dafs an der Wand der volle Reibung widerstand zt^ 
Wirkung komme. Dies fuhrt in Verbindung mit der allgemei 
gemachten Annahme einer ebenen Gleitttäche in den meisi 



Fällen auf Widersprüche. Benutzt man für die Wand donselbe^^^ 
Eeibungswinkel (f wie f5r das Innere des Erdkörpers, so be^^^ 
deutet die erstere Voraussetzung das Zusammenfallen einer Gleit^^ ^ 
fläche des Erdkörpers mit der Wand. Dann verlangt aber Gl. l ' 
f^. 408, dafs die zweite Gleitfläche des Fufspunkteä .4 de^ *^^ 
Wand von der ersten Gleitfläche, also der Wandebene, un*' -*^^^ 
90^ — 9' abweiche. Die Bestimmung der im Erdkörper gelegene^ ^ . 
Qleitflache nach Gl 7 S. 391 führt dagegen im allgemeinen ar -^" 



*) Mohr, Erddrnck; Zeitechr. d. Arch.- u. Ing.- Vereins Haunorer le" 
S. 357. 
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fc^Ti anderen Winkel. Für 7. = 30" wird 9C^""r/) = 60^ Bei 
'^ ^0, a = 90-' und.f/-=30'^ Uefert Gl. 9 B, 392 ^ = 54''2o; 
^^^lorend die Gleitfläche im Punktet nur f)0^ — 60" = 30" Neigung 
^^gen die Wagerechte haben dürfte, wenn die Wand eine Gleitflächa 
^^t, wogegen im unbegrenzten ErdkSrper mit wagerechter Ober- 
'Bäche der Neigungswinkel der Gleitebenen 45 " -f [h (f — (iO " be- 
iträgt. ^ Bei Ai=oo liefert Gl. 13 S. 393 unabhängig von at für 
tf den Wert (p , so dafa die beiden Gleitflächen um 2 — (p (anstatt 

tum 90'* — r/>) gegeneinander geneigt wären; im unbegrenzten Erd- 
kflrper würde '^=q} richtig sein. 
Hieraus kann man achlietsen, dafg, wenn an der Wand die 
Folle Reibung wirkt, die andere Gleitfiäehe durch vi im allgemeinen 
eine krumme Fläche sein naurs,*} welche bei A mit der Wand 
■den Winkel 90-'— r/^ bildet, bei weiterem Verlaufe aber sich der 
entsprechenden Gleitebene des unbegrenzten Erdkörpers mehr und 
mehr nähert. Mit einer solchen krummen GleitMche zu rechnen, 
würde aber sehr schwierig sein. 
H ^s liegt der Gedanke nahe, die Spannungs Verhältnisse des 
^iinbegrenzten Erdkörpers aoch auf die Berechnung des Druckes 
gegen eine Stützmauer anzuwenden, indem man die Stützwand 
(welche den Erdkörper abschliefst) wie eine Schnittebene im un- 
begrenzten Erdkörper behandelt. Dann würden die Gleitfläehen 
tatsächlich Ebenen sein, der Druck auf die Wand schliefst dann 
aber mit der Normalen einen Winkel ein, der sich nach Fig. 211 
Bs, 410 bestimmen lätst; dieser Winkel ist 
I Jfull, wenn die Wandfläche parallel mit öj , 
er ist gleich «p, wenn die Wand die Neignng 
einer Gleitfläche hat, und liegt sonst zwischen 
'Null und (p. Diese Übertragung der Span- 
*iung3Terhältniase des unbegrenzten Brdkörpers 
^uf den Druck gegen eine Wand ist aber 
aach nicht widerspruchsfrei. So z. B. erfährt 
«ine lotrechte Schnittebene (Fig. 214) von 
tjeiden Seiten gleiche, aber entgegengesetzte ^^ " 

Drücke 1>, doch wird man nicht zugeben können, dafs die Stütz- 
wand A^B^ den gleichen Druck nach Gröfge und Richtung auszuhalten 



') YergL Müller -Brealau, „Erddrucb auf Stötzmauern" 1906 S. 25ff. 



Fig. 214 
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habe wie die Stützenwand AB, unter g&wiäsm Bescbrankungen 

^ann man aUerdings wohl den Druck auf Stätzmauern aus dem 
Verbalten des unbegrenzten Erdkörpers entnehmen und das in Fig. 211 
S. 410 gezeigte Verfahren iu seiner Ermittelung anwenden*). Man 
bekommt dann, weil an der Wand nicht der volle Reib ungawid er- 
stand zur Anrechnung kommt, gröfsere und ungünstiger gerichtete 
Drücke, als wenn man nach S. 390 — 397 rechnet oder das Rebhann'sche 
Verfahren (S. 397—401) mit d^(f anwendet. 

Etwas Gewaltsames hat die Übertragung der Verhältnisse des 
unbegrenzten Erdkorpers auf einen durch eine Stützmauer begrenzten 
immerhin; die Glelchm3fsigkeit und Stetigkeit wird durch die 
Mauer doch sicherlich gestört Wenn auch vielfaltig angestellte 
Versuche immer noch nicht zu. einem sicheren Ergebnis darüber 
geführt haben, in welchem umfange die Reibung an der Wand zur 
Wirkung kommt, und wenn auch eine endgültig befriedigende Be- 
antwortung dieser Frage, bei welcher so mancherlei keiner Gesetz- 
mäfsigkeit unterliegende Umstände, Erschütterungen mw, in Betracht 
kommen, sobald nicht m erwarten ist, so scheint nach den Versuchen 
Ton Müller-Breslau doch festzustehen, dafs selbst bei rauhen 
Wandflächen der Reibungswinkel des Erdreichs gegen dieselben 
kleiner anzunehmen ist als der natürliche Böschungswinkel. 



-^f<ssg>-f^- 



♦) Vorgl, a. Dr, Weyrauch, Theorie dea ErddructeB auf Grand der 
neueren Anschauungen j Allgemeine BauzeitaDg 1880, S. 63^ erschien aaeh 
Als Soaderabdruck» Wkn 1881, Verlag von R. v. Waldheiro. 
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^erzelcbnls und Bedeutung der in den Forraelo 
benutzten Buchstaben unter Hin weis auf die er- 
klärenden Stellen des Buches. 



• A 



H 



Aaflagerdmck des liukott Endauflagers (S, 309);, 

lotrechter Eänipferdruck am lintsaaitigen Auflager eines Bogentragera 
(S.7I), 

Auf lagerdruck des recMeo Endauflagers (S. 203); 
lotrechter Kämpferd ruck am rechten Auflager eines BogenträgerB (S. 71) •, 
Contrifugalmomeut eioer Bogeuljoie (S. 139); 
Spannkraft id einer Strebe {Diagonalen) eines Fachwerks (S- 231); 
aktiver Erdilrack gfig^n eine Wand (S. 380) ; 
pa&siver Erddrticfc oder Erdwiderstand (S. 383) ; 
Gesamtdruck in einer Fuge eines GewÜlbea (S. 193) i 
Querschnitts fläche eines Stabes oder Bogenträgers (S. 37, 70); 
Qaerschnitt des Bandes cinea Bogens (S, 105); 
= V2(e" + e"") (zur KettenliDie) (S. 171)-, 
Gleitziffor (S. 17); 
stfindig:© Knotenpunktslast (S, 297), 
Gewicht einer Stützmauer (S. 403); 
wagerechte S^eitonkraft in einem Trägergart (S. 211); 
Horkontalschub einos Bogenträgers oder Gewölbes (S. 72, 98, 136, 184); 
wagerechte Spaankraft im Scheitel einer Ketten- oder DruckÜnie (S. 166); 
Biegnngsmoment (S, 14); 

Scheitelrnottäent eines Bogenträgers oder Gewölbes (8. 154, 195); 
und Jf,, EiüspannuDgemomiiDte eines BogontrSgera oder Gewölbes 
(S. 136, 195); 
Körnmonaent (S. 70); 

Längskraft, Norinalbraft für einen Querschtiitt (S. 35) ; 
Spannkraft im Obergurt eitles Trägers (S, 207, 318); 
Einzellast (S, 67) besonders auch bewegliche Einzellast (S. 82, 98); 
Bezeichnung einer Gruppe voo Kräften P„^, P,,^ usw. (S. 339); 
Querkraft in einem Schnitte (S, 16, 70} ■ 

Spannkraft eines Stabes bezw. einer Ketten- oder Drucklinie an be- 
liebiger Btelle (S. 166, 224); 

Spannkraft eines Fachwerkstahes infolge einer Last Eins in beBtiramter 
Richtung (S. 341): 

Spannkraft eines Stabes in einem statisch unbestimniten Fochwerk, das 
durch Beseitigung ilberzäbUger Sttttzwiderstfinde oder Stäbe statdech 
bestimmt gemacht ist (S, 364) ; 
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Verseiehnü der in den Foffneln befiuti^m Bttchsiahen. 



U Spannkraft im Untergart eiiiea Trägers (8. 307, 218)? 

V SpaHokraft in oluem Ständer (einer Vertika Jen) eines Fachwerhs (S. 218); 
W^ und Wf, Widerlager- (Kämpfer-) Drücke eines Bogenträgera oder Ge- 
wölbea (S. 67, 72, 99); 

X wagerechte Spaankraft an beliebiger Stelle einer Drncklime für Erd- 
belftatung (S. 201); 

„ fitatiscb unbestimmte Gröfse (S. 364). 

r Wandscbeertraft eines Trägers (3.208)-, 
^i und %^^ innere und äafsere Formändemn^Barbeit (8, 11); 
'^^ uud SI^ innere und äufeere VerschieMng^ai-beit (S. U); 

a di^*nige Strecke der linken Auflager-Lotrechten eines Trftgers, welche 

zwischen den Gnrtriehtüngen einer Schuittstölle liegt (S. 208, 258, 3S6J^ 
b diejenige Strecke der rechten Anflagerlotrecbteo eines Trägers, welche 

zwischen den Garträcbtnngen einer SchnitMelle liegt {S. 308, 258, 386); 
c Höhe dea SpannungHinittelpunktes der Bcheitelfuge eineß BogentrSgera 

oder Gewölbes aber der Mitte Her Fuge (S. 15.% 196); 
„ Scherfeötigteit (Kohrision) eines Erdköfpers (S. 155, 196)* 
d Länge einer Pachwerkstrebe (S. 285, 295); 
„ untere Stärke «oor Stütamaaer (8. 403); 
„ GewÖlbeetärke an beliebiger Stelle (8. 193); 
äjy Gewölbestüfke im Scheitel fS. 192); 
rf] GcwÖlbestfirke am Kämpfer (g, 194) bezw, aü deijenigen Stelle «inee 

Erddrnckgewaibefl, wo die Mittellinie lotrecht steht (S. 205); 
ds Bogenteilchen einer Kntyc (MittelUnie eines Stfliheß oder BogeC' 

tffigera) (8. 51, 100); 
d^ Kontingenx- oder Zentriwinkel eines Bogenteikhene d^i (S. 51, 100); 
e Abstand der am stärksten gespannten Stelle eineg Qtierschnittee von 

der BiegangBachae (S. Vid) ; 
„ Höh© des Angritfspntiktes dos Erddrncks über der Unterkante der 

Wand (S. 3B2, 393); 
f Pfeilhöhe eioea Bogen« oder öewaibes (S. 72, 192} ; 
g ständige Belastung der Längeneinheit (S. 85); 
h Trägerhöhe an irgend einer ötello (8, 208, 257); 
„ Höhe einer Stütxwaad (8. 380); 

Aq freie lotrechte Standhöhe eineä Erdkörpera (ß. 385); 
Äi Überhöhung eines ErdkÖri)er8 (S. 390); 

Ä„, Trägerhöhe in der Mitte einer Spannweite (S. 211, 283, 28&); 
lc^2It:h^ beim Erddruck (S. 382, 392); 
k yom Querschnitt abhängige Zald bei Berechnung der Normalspa.iiuiuigen 

in krummen Stäben (ö, 37); 
l Spannweite eineß Bogeoträgers oder Gewölbes (S. 72, 97, 192); 
n Anzahl der Knotenpunkte eines Fachwerks (S. 220); 
p Belastung der Längeneinheit besonders bewegliche Belastung (S. 81); 
J3fl v. Pl äufstfrer and innerer Dmck auf eine Gefafswand (S. 59) j 
p Erddruck auf die Höheneiubeit einer Wand (8. 382); 
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q Belastung eines Erdkörpers ftkr die Flächeneinheit des Grundrisses 
(S. 402); 

y, Gewicht der Bogeneinheit einer Kette (S. 168); 

r Krümmungshalbmesser im Scheitel einer Ketten- oder Dracklinie (S. 167) ; 

8 Anzahl der Stäbe eines Fachwerks (S. 220); 

y, Länge eines Fachwerkstabes (S. 333); 

t Temperatnrzanahme eines Bogens (S. 104); 

t„ und i(, Tiefe des an den Kämpfern wirkenden Seitenschubes H eines 
ßogentrfigers oder Gewölbes unter den Mitten der Kämpferfugen 
(S. 145, 195): 

u=x:r Hülfsgröfse (Kettenlinie) (S. 171); 

w Abstand des Schnittpunktes der Gurtrichtungen (an einer Schnittstelle 
eines Trägers) von der linken Auflager-Lotrechten (S. 208, 258); 

„ veränderliche Breite eines Querschnittes (S. 14); 

i/q Belastungshöhe im Scheitel (bei wagerechter ßelastungslinie) (S. 176); 

z Ordinate der Kämpferdrucklinie eines Bogenträgers (S. 120, 148); 

„ Belastungshöhe einer Ketten- oder Dracklinie (S. 166); 

Zq ßelastungshöhe im Scheitel einer Ketten- oder Drucklinie (S. 167); 
Jds Vergröfserung des Bogenteilchens ds (S. 19>; 

J <? jp Vergröfserung des Kontingenz- oder Centri winkeis eines Bogen- 
teilchens (S. 19); 
J h Einflufs der Belastung eines Erdkörpers auf den Erddruck (S. 402) ; 
Jl Vergröfserung der Spannweite l eines Bogenträgers (S. 100); 
J« Verlängerung eines Stabes von der Länge s (S. 333); 

a Neigungswinkel eines Bogens oder einer Drucklinie am Kämpfer 
(S. 118, 194); 

„ Neigungswinkel der Stützwand eines Erdkörpers (S. 390); 

;' Dichtigkeit (Gewicht von l«"^«") eines Erdkörpers (S. 380); 

ri Dichtigkeit des Mauerwerks (S. 192, 403); 

S Neigungswinkel einer Strebe D eines Fachwerks (S, 235); 

„ unbestimmte Abweichung des Erddruckes D von der Normalen zur 
Wand (S. 397); 

„ elastische Verschiebung eines Punktes eines von Kräften ergriffenen 
Körpers oder eines ebenen Fachwerkes (S. 13, 20, 334); 
f^a a elastische Verschiebung eines Punktes a infolge einer in ihm angreifen- 
den äufsern Kraft Eins in der Eichtung derselben (S. 337); 
^rtft elastische Verschiebung eines Punktes a in der Richtung einer in ihm 
angreifenden Kraft infolge einer in einem Punkte b angreifenden Kraft 
Eins (S. 337); 

e Dehnung (S. 36); 

„ Wärmedehnung (S. 104); 

e = a-f 2f. Hülfsgröfse (Erddruck) (S. 390); 

$ kleine Verhältniszahl, welche die Einwirkung der Verkürzung der 
Mittellinie eines Bogens oder Gewölbes, sowie der Verlängerung der 
Spannstange eines Bogens darstellt (S. 117, 144, 185, 193); 

Eeok, Elastäzit&talehre. II. 27 
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rj Emflafs-Ordinste (S. 106, 146, 257); 

'5 NeigUDgsmokel eines kreisfönnigen Bogens an einer Laststelle (S.118); 

„ Neigungswinkel einer Ketten- oder Dmcklinie an beliebiger Stelle 

(S. 166); 
„ Neigungswinkel der Oleitebene eines Erdkörpers (S. 380); 
„ Neigongswinkel zweier benachbarter Stäbe eines Stabzuges gegeneinander 

(S. 350); 
X Länge eines Faches im Fach werke (S. 339); 
V Neigungswinkel des Untergurts eines Trägers (S. 206, 218); 
p Krümmungshalbmesser eines einfach gekrümmten Stabes (S. 35); 
^ Krümmungshalbmesser einer Ketten- oder Dmcklinie an beliebiger 

SteUe (S. 167)-, ,J 

«r^ , fft, <r« Badial-, Tangential- und Achsialspanuungen in Gefäfs wänden. 
^ Richtungswinkel (S. 50) ; 

„ Naturlicher Böschungswinkel eines Erdkörpers (S. 378); 
4> Änderung des Richtungswinkels der Stäbe eines Stabzuges (S. 350); 
of Neigungswinkel des Obergurts eipes Trägers (S. 206, 228) ; 



Berichtigungen. 

Auf S. 49, Zeile 26 soll es statt — -^- heifsen: , ^-^, , 

,+ |/» ^ + 0,73Ä 

P P 

Auf S. 49, Zeile 27 soll es statt -}-8,7^ heifsen: 7,25--^. 

Je Je 

p p 

Auf S. 49, Zeile 29 soll es statt —4,35^ heifsen: — 0,41 ^. 

8 7 "jono 
Auf S. 49, Zeile 31 soU es statt F=^^^~^ = 58<i^' heifsen: 

2 . f)ö 2 • 48 

Auf S. 49, Zeile 32 statt ^-^ = 9,3 cm lies: 1-^ = 7,3 cm, 

15 J 
Auf S. 120, Zeile 13 von oben soll es statt 1 -{- — ... ^= $ heifsen: 

<5 f ^ • JD 

15 J _ 

8 P-F~^' 
Auf S. 120, Zeile 2 von oben statt HJ=z lies: GJ=z. 
Auf S. 123, Zeile 21 von oben soll es statt 1 heifsen: TU. 

Auf S. 126, Zeile 3 statt y (j^j — tjh lies : */ (r^ ~ '^^j * 

->-sss-<- 
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